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摘　要：以公布的香港和北京  SARS 疫情数据为实例，采用  SIR 模型对  SARS 传播的时间过程进行

参数反演，获取两地  SARS 高峰期、住院人数、移出系数等重要参数，模型计算结果与实际数据基本

相符，通过参数反演很好地解释了  SARS 时间传播过程，说明  SIR 模型可以用于  SARS 传播的数据

拟合、趋势预测和过程模拟。
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0　引　言

 SARS （严重急性呼吸系统综合症）作为一种冠

状病毒感染的新型传染性疾病，它的爆发和蔓延，极

大地威胁到人类的身体健康和生命安全，直接影响

到社会稳定与经济发展。自世界卫生组织公布该传

染病以来，许多国家的公共卫生部门和科研院所对

研究这种传染病的传播和感染规律、预防和控制措

施、疫苗和特效药物等方面投入了大量的人力和物

力，已取得了可喜的成就。我国政府也启动了“863 ”
计划、国家自然科学基金等多个  SARS 应急课题，这

些课题的研究对认识  SARS 传播与扩散的时空规

律、分析  SARS 的发展态势、辅助传染病预防和控制

决策起到了很好的帮助作用
［1 ～5 ］

。

通过数学模型来描述  SARS 的传播过程、分析

感染人数的变化规律、预测  SARS 的高峰期、评估政

府措施效果等，已有大量的文献见诸于各种科学杂

志和互联网。这些研究方法大致分为 2 类：①采用

确定性的微分方程或动力学模型
［1，3，6，9 ～11 ，13，14，20，21］

；

②基于统计学、随机过程和时间序列分析对数据进

行统计建模［7，8，12，19］。

王铎等
［6］

采用  SIR 模型的简化形式（见式（6）

进行数据拟合和趋势预测，取得了较好的结果，但是

该计算未能直接利用  SIR 模型进行计算，无法获取

模型的各个参数来进行传染病分析。若直接采用
 SIR 模型进行计算，存在着刚性微分方程求解和非

线性极值问题，需要采用新的方法来解决。本文主

要采用  SIR 模型对  SARS 的时间传播过程进行参数

反演和趋势预测，将模拟退火法和刚性微分方程求

解算法相结合用于  SIR 模型的参数反演，解决了刚

性微分方程求解和非线性极值问题，并以北京和香

港两地公布的  SARS 疫情数据，采用上述方法进行

参数反演，计算结果说明通过  SIR 模型可以预测

 SARS 的动态变化趋势，并可用于  SARS 时间传播过

程的情景模拟。

1　 SIR 模型

 SIR 模型由  Kerm ack 等在 1927 年提出，该模型

不是从医学的角度考虑各种传染病的病理知识，而

是按照一般的传染病传播机理建立，并通过多次传
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染病（如印度孟买 1905 —1906 年发生的瘟疫）数据

的验证。在模型中，将人群分为易感染者 S（ Suscep-

 tible ）、感染者 I（ Infective ）和移出者 R（ Rem  oved ）3

类，传播过程如图 1。由于大多数传染病如天花、流

感、麻疹等治愈后，病愈的人均有很强的免疫力，他

们既非健康者，也不会再次患上该病，退出了传染系

统［15，16，22，23］， SARS 正好符合这类传染病的传染规

律，设定 S 为易感人数，I为  SARS 感染人数，R 为移

出人数（包括治愈、死亡、隔离等），采用  SIR 模型进

行  SARS 时间传播过程的参数反演和过程预测。

S 　→ I 　→ R

图 1　 SIR 模型
 Fig.1　 SIR m odel 

模型具体形式如下：
dS
dt ＝－ k S （t）I（t） （1）

dI
dt ＝－k S （t）I（t）－ l I （t） （2）

dR
dt ＝ l I （t） （3）

式中 S（t）、I（t）和 R（t）分别表示 t时刻易感人数、

感染人数和移出人数，满足式（4）：

S（t）＋I（t）＋R（t） ＝N （4）
N 为该地区的总人数。k为感染者的日接触人数占

总人数比率，l为日移出人数和感染人数比率。

设 S0 为初始易感人数，假定 R（0）＝0，由式

（1）、（3）和（4）得出，
dR
dt ＝l（ N  － R （t）－ S0 exp （

－ R（t）
ρ

））  （5）

其中，ρ＝ l / k ，称为阈值，当 S0 ＞ρ时，传染病开始

流行，否则传染病不会流行。

对式（5）进行泰勒展开（假定 Rn ρ），化简后生

成常微分方程，对其求解，得到式（6）：

dR
dt ＝

lα
2

2S0ρ
2 sech 

2 lαt
2 －
( )

φ （6）

其中，α＝（S0ρ－1）
2
＋2S0（ N  － S 0）ρ槡

2
，

φ＝ tanh －1 S0ρ－1( )
α

由式（3）和（5）得到 I（t）的表达式：

I（t） ＝ N  －  R （t）－ S0 exp （
－R（t）

ρ
） （7）

2　方　法

模拟退火法是近年提出的一种适合解大规模组

合优化问题的通用有效近似算法。该算法将固体在

恒定温度下达到热平衡过程的模拟引入优化过程中

来，是一种对  Metropolis 算法进行迭代的组合优化

算法。该算法允许任意选取初始解和随机数序列，

具有描述简单、运行高效、健壮、运用广泛和使用灵

活等特点，适用于多种组合优化问题，同样也可用于

非线性优化问题
［17］

。

刚性微分方程的特点是方程右端的 J acobi 矩阵

具有广泛散布的特征值，没有一个解分量是不稳定

的，但至少有一个解分量是非常稳定的，这样造成计

算求得的解是缓慢变化的，但又存在迅速衰减的扰

动，这种扰动的出现，给慢变解的数值计算带来很大

困难
［18］

。本文采用隐式  Runge- Kutta 微分方程求解

方法，保证求解过程的稳定性和解的收敛性。

将模拟退火法和隐式  Runge- Kutta 刚性微分方

程求解算法组合用于反演  SIR 模型参数，不仅有效

克服了传统优化算法进行计算结果严重依赖于参数

初值，搜索易陷入局部最优点等缺陷，而且较大地提

高了计算效率及收敛精度，解决了刚性微分方程求

解和非线性极值问题，这种方法对于此类模型的参

数反演具有普遍的适用性。求解步骤如下：

（1）给定ρ和 l的取值区间和初值。

（2）代入式（5），采用隐式  Runge- Kutta 法计算

该刚性微分方程的数值解。

（3）计算数值解与实际数据的差值平方和，作

为模拟退火法的目标函数值。

（4）如果平方和满足指定条件，得到反演参数

解，退出计算。否则，通过模拟退火法在取值区间内

重新取值，若该值为边界值，转至步骤 5，否则转至

步骤 2，进行下一次计算。

（5）重新设定取值区间和初值，转至步骤 2，继

续计算。最后，反演得到  SIR 模型参数解。

3　实例分析

3.1　北京数据①

在  SIR 模型的参数反演计算中，采用北京市 4

月 20 日至6 月 23 日公布的  SARS 传染病的各项数

据，通过每日公布的累计确诊病例、累计死亡病例和

累计治愈病例，计算得到当日住院治疗病例（当日

住院病例＝累计确诊病例－累计死亡病例－累计治

愈病例），如图 2 所示：
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图 2　北京  SARS 疫情公布数据

 Fig.2　 SARS data released  by   Bei jing  health au  thority 

　　经研究发现，部分与  SARS 病人没有接触的人

自身携带冠状病毒的抗体，对  SARS 具有免疫力，以

及存在部分携带冠状病毒但并不具有传染性的隐性

感染者，所以 R（t）和 dR /dt的数据无法根据公布数

据确定。在计算中，取每日住院病例为 I（t），对（5）

式进行刚性微分方程组求解后，由（7）式得到 I（t），

其中 N 取 2002 年北京市公布人口数 14  223  000 （包

括常住人口和流动人口），按照上节所述方法反演

得到  SIR 模型的参数ρ和 l，其中 l为 5.734136 ，ρ为

13  982  845.5 。根据参数绘制出 I（t）的曲线，与实际

住院病例数比较如图 3 所示。

　　由图3可以看出，北京 SARS 爆发于2003 年3

图 3　北京  SARS 疫情  SIR 模型结果与实际数据比较

 Fig.3　 Com  parison  of  SIR m odelsolution  and  ac  tual SARS data of  Bei jing 

月初，缓慢增长期为 3 月 24 日至 4 月 18 日，快速发

展期为 4 月 19 日至 5 月 13 日，高峰期为 5 月 20 日

左右，下降期为 5 月 27 日至 6 月 22 日，消退期为 6

月23 日至 7 月 20 日，全部历时为约 5 个月。比较 ρ

和 S0，S0 ＞ρ， SARS 开始流行；当 S（t）≈ρ时，I（t）达

到最大值，接着开始下降。预测最大住院人数为

2 050 人左右，实际最大住院人数为 1 991 人。与实

际数据相比，平均绝对误差为 30 人，平均相对误差
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为 15％。将反演参数代入  SIR 模型计算的结果与

 SARS 疫情的实际数据基本吻合，并可反推出 4 月

20 日前的理论在治病例数。

3.2　香港数据
①

在  SIR 模型进行香港  SARS 的参数反演计算

时，采用香港政府公布的 3 月 17 日至 6 月 23 日的

疫情数据，采用同样的计算方法得到每日住院治疗

病例如图 4 所示：

采取同样的方法反演参数，其中 N 取 2003 年香

港政府公布的最新人口数6 708  000 ，计算得到参数 ρ

和 l，其中 l为5.309323 ，ρ为 6 602  185 。根据参数绘

制出 I（t）的曲线，与住院病例数比较如图 5 所示：

图 4　香港  SARS 疫情公布数据①

 Fig.4　 SARS data released  by   Hong   Kong  health a  uthority 

图 5　香港  SARS 疫情  SIR 模型结果与实际数据比较

 Fig.5　 Com  parison  of  SIR m odel solution  and  ac  tual SARS data of  Hong   Kong 

　　由图 5 可以看出，香港  SARS 传播的周期比北

京早1 个月，爆发于 2003 年2 月初，缓慢增长期为2

月 10 日至 3 月 17 日，快速发展期为 3 月 18 日至 4

月 15 日，高峰期为 4 月 20 日左右，下降期为 4 月 27

日至 5 月 19 日，消退期为 5 月 21 日至 6 月 20 日。

同样ρ和 S0的比较与北京有同样的规律。预测最大
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住院人数为 910 人左右，实际最大住院人数为 960 

人左右。与实际数据相比，平均绝对误差为 35 人，

平均相对误差为18％。

比较发现香港和北京的 l相差不大，这与两地

均为人群密集的国际大都市以及相近的医疗水平和

设施相符合。同样比较 ρ/N，两者都在 0.9833 左

右，说明  SARS 在两地的传播基本遵循相似的规律。

而香港的传播周期早于北京 1 个月，它的计算结果

的参数可以作为北京防治  SARS 的参考，辅助预测

北京的最大住院人数，确定开设专门治疗医院数。

作者于 5 月9 日曾采用当时香港疫情数据的反演参

数做过北京  SARS 传播趋势的预测，结果与后来的

发展趋势基本相同。

两地的计算结果说明  SIR 模型可以较好地了解

 SARS 的动态变化趋势，通过参数反演很好地解释

了  SARS 时间传播过程， SARS 的传播规律仍旧符合

一般的传染病规律。

4　讨论与展望

 SARS 结束后，北京和香港的卫生部门对两地

的  SARS 确诊病例进行复查，发现有一部分病例属

于误诊，但是详细的误诊信息（如误诊病例数、哪天

误诊）无法获取到。如果剔除误诊病例的数据，采

用  SIR 模型进行参数反演和过程预测，计算出来的

参数会与现在的计算结果有所不同，但传播的趋势

和时间过程不会改变。

总的来说， SIR 模型可以对  SARS 传播的时间过

程进行参数反演和趋势预测，这些对认识  SARS 传

播规律和指导控制策略的制定有着重要的意义。通

过上述计算，可以看出减少  SARS 患者的接触人数，

尤其是在发现首例患者后，对于控制传染病的传播

和蔓延有着非常重要的作用。及时发现患者、严格

的隔离、有效的防护以及切断传播途径等措施可以

极大地降低传播率和感染率，有效地控制  SARS 和

其他传染病传播。

在采用  SIR 模型或其他模型进行  SARS 传播过

程的趋势预测时，对感染人数、移出人数等的理解不

同，会造成模型的计算结果不同。 SIR 模型在以下

几个方面可以进一步改进和完善：

（1）模型中没有把疾病流行期间的人员流动、

严厉的隔离措施、输入性病例、疑似病例、隐性感染

等因素考虑进来，不能准确预测模型中的其他未知

量（如移出人数），模型需要进一步细化，考虑改进

为分段形式。

（2）通过模型计算，我们也发现缺乏详尽的、真

实反映  SARS 实际情况的数据，无法合理确定部分

参数的具体取值，模型的分析需要更准确的数据。

（3） SIR 模型只能反映传染病时间传播过程，

不能反映空间传播过程，为此我们提出了传染病时

空传播模型
［24］

，现正在进行验证和改进。
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 BACK  ANALYZIN  G  PARAM ETERS AND  PREDIC TIN  G 
 TREND  OF SARS TRANSM  ISSIO  N 
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（1. State  Key   Laboratory of Resources   ＆ Environm  ental Inform ation   System ， Institute of Geographic 

 Sciences   ＆ Natural Resources   Research ， Chinese  Academ y of Sciences ， Bei jing 100101 ， China ；
2.  Graduate  School of Chinese  Academ  y of Scienc es， Bei jing 100039 ， China ）

 Abstract ： This paper  uses   SIR  m odelto back- analyze  the  p  aram  eters of SARStransm  ission  based  on  the  da ta

 released  by  the  health authorities  of Bei jing  and   Hong   Kong ， we getthe  im portantparam  eters such  as  the  pea  k peri-

od， the  hospitalized  cases  and  the  rem oved  param e  ter.  It can  be  seen  that these  param  eters of the  m odel allow  for 

 better  understanding  of the   SARS transm  issio  n because  the  result fits the  actual data  appro  xim ately.  As a result ，
 SIR  m odel could  be  used  to fit data ， predicttrend  and  sim ulate process  of SARS tra  nsm  ission.

 Key  w ords ： SIR  Model ； Sim ulated   Anneal Algorithm ； Stiff  Problem ； Non- linear   Extrem  um .
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