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摘要：以公式真度概念为基础，给出了二值命题逻辑系统中有限理论的α－结论的判定条件，讨论了在基本逻辑运算下理论的α－结论问题以及同一理论的结论的相似度。 
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Abstract:Based on the truth degree in this paper,we approach the determinant conditions of the finite theory in two-valued propositional. Meanwhile we also 
discuss the theoretical problem of α－conclusion under the logical operation and the similarity of the identity theory.  
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1 引言 
  在二值命题逻辑中，根据公式在各种赋值下的取值情况，可将公式分类为重言式（真确度为1）、矛盾式（真
确度为0）和可满足式。关于公式的真确度，文献[1-4]利用势为2的均匀概率空间的无穷乘积以及由公式诱导的
Boole函数在二值命题逻辑中引入命题公式的真度概念，从而把原来只就重言式和矛盾式给出真度的情形推广为每
个公式都有真度的情形。公式的真度是公式真确度的一种数值表征，也是公式为真程度化以及近似推理研究中的一
个基本数量特征。如何描述一个公式是某一有限理论结论的程度，本文以公式真度概念为基础，给出了二值命题逻
辑系统中有限理论的α－结论的判定条件，讨论了在基本逻辑运算下有限理论的α－结论问题以及同一理论的结论的
相似度。 

2 公式的真度和有限理论的发散度  
  设 P

1
,P

2
,…，P

n
为n个互异的命题变元，S=｛P

1
，P

2
，…，P

n
｝，F（S）表示S上的命题公式全体。 

  定义2.1[1，4] 设A∈F（S）,
-
A 

 
:｛0，1｝

n
→｛0，1｝是A诱导的Boole函数。令τ（A）＝ ｜

-
A 

 －1
（1）

｜，称τ（A）为公式A的真度。 

  由于
-
A 

 －1
（1）是公式A的成真赋值的个数，本文记

-
A 

 －1
（1）＝T（A）。则公式A的真度τ（A）＝ ｜T（A）

｜。对A，B∈F(S)，显然有T（A∧B）＝T（A）∩T（B），T（A∨B）＝T（A）∪T（B）以及T（－A）＝｛0，1｝
n

－T（A）。公式在基本逻辑运算下的真度有下列结果。 

  引理2.1[1，4] 设A，B∈F（S）。则 

  （1）τ（－A）＝1－τ（A）。 
  （2）τ（A∨B）＝τ（A）+τ（B）－τ（A∧B）。 

  引理2.2 设A，B∈F（S）。则τ（A→B）＝τ（A∧B）－τ（A）+1。 

  证明 由（A→B）∨A是重言式，故由引理2.1得 

  1＝τ（（A→B）∨A）＝τ（A→B）+τ（A）－τ（（A→B）+τ（A）－τ（A∧B），移项得τ（A→B）＝τ（A∧B）－
τ（A）+1。 



  定义2.2[1] 设Γ是F（S）中的理论，称div(Γ)＝sup｛ρ（A，B）｜A，B∈D（Γ）｝为Γ的发散度。 

  对F（S）中的有限理论Γ＝｛A
1
，…，A

m
｝，我们可以给出其发散度的真度表示式。记D（Γ）为Γ-结论集，T

（Γ）＝T（A
1
）∩…∩T（A

m
），C Γ＝A

1
∧…∧A

m
。 

  引理2.3 设Γ＝｛A
1
，…，A

m
｝  F（S），A∈F（S）。则A是理论Γ的结论当且仅当T（Γ）  T（A）。

 

  证明 对A∈F（S），由引理2.2得 

τ（C
Γ
→A）＝τ（C

Γ
∧A）－τ（C

Γ
）+1＝ ［｜T（Γ）∩T（A）｜－｜T（Γ）｜］+1。

 

  故A是Γ的结论当且仅当τ（C
Γ
→A）＝1，故｜T（Γ）∩T（A）｜＝｜T（Γ）｜，即T（Γ）  T（A）。

 

  定理2.1 设有限理论Γ＝｛A
1
，…，A

m
｝  F（S）。则div(Γ)=1－τ（C

Γ
）
 

  证明 A，B∈D（Γ），由引理2.2，令T（A）＝T（Γ）∪S
1
，T（B）＝T（Γ）∪S

2
，其中S

1
＝T（A）－T

（Γ），S
2
＝T（B）－T（Γ）。故 

  ρ（A，B）＝τ（A∨B）－τ（A∧B）＝ ［｜T（A）∪T（B）｜－｜T（A）∩T（B）｜］＝ ［｜S
1
∪S

2
｜

－2｜S
1
∩S

2
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  令T（A＇）＝T（Γ）∪S ′
1 
，T（B＇）＝T（Γ）∪S′

2 
，其中｛S′

1 
，S′

2 
｝构成｛0，1｝

n
－T（Γ）的一

个划分，则A＇，B＇∈D(Γ)，且 

  ρ（A＇，B＇）＝ ［2
n
－｜T（Γ）｜］＝1－ ｜T（Γ）｜＝1－τ（C

Γ
）。故由div(Γ)＝sup｛ρ（A，B）

｜A，B∈D（Γ）｝＝ρ（A＇，B＇）得结论成立。 

3 有限理论的α－结论 
  设Γ＝｛A

1
，…，A

m
｝  F(S)，B∈F（S）。若C Γ→A是重言式，称A是F（S）中理论Γ的有效结论[5]。我们

利用公式的真度给出理论逻辑推出的有效度概念。 

  定义3.1 设Γ是F（S）中的有限理论，A∈F(S)。称δ（Γ，A）＝τ（C
Γ
→A）为A是Γ-结论的有效度.

 

  定义3.2 设Γ是F（S）中的有限理论，A∈F（S）。对0≤α≤1，若δ（Γ，A）≥α，称A是理论Γ的α－结论。对

α＝ （K＝0，1，…，2n），若δ（Γ，A）＝α，称A是理论Γ的可达α－结论。

 

  记Γ的α－结论全体为D
α
（Γ）.当α＝1时，A是理论Γ的有效结论，此时去掉D

α
（Γ）的下缀记为D（Γ）。下面给

出公式A是理论Γ的α－结论的充要条件。 

  定理3.1 设Γ＝｛A ，…，A ｝  F（S），A∈F（S）。则A∈D （Γ）的充要条件是｜T（Γ）－T（A）｜≤2
n



1 m α
（1－α）。 

  证明 由引理2.2得 

δ（Γ，B）＝τ（C
Γ
→A）＝τ（C

Γ
∧A）－τ（C

Γ
）+1

 

  ＝1－ ［｜T（C
Γ
）｜－｜T（C

Γ
）∩T（A）｜］＝1－ ｜T（Γ）－T（A）｜，

 

  从而由A∈D
α
（Γ）的充要条件是δ（Γ，B）

α
得结论成立。

 

  定理3.2 设Γ＝｛A
1
，…，A

m
｝  F(S)，A∈F（S）。则A∈D

α
（Γ）的充要条件是

 

div(Γ∪｛A｝)≤div(Γ)－α+1。 

  证明 由引理2.2及定理2.1得 

（Γ，A）＝［1－τ（C
Γ
）］－［1－τ（C

Γ
∧A）］+1＝div（Γ）－div（Γ∪｛A｝）+1。

 

  由A∈D
α
（Γ）的充要条件是δ（Γ，A）

α
，故结论成立。

 

  定理3.2说明A是理论Γ的α－结论当且仅当在Γ中添加A后的发散度不超过Γ的发散度与1－α的和，并且在证明过
程中给出了有效度与发散度的基本关系式δ（Γ，A）＝div（Γ）－div（Γ∪｛A｝）+1。同时也说明对F（S）中的
任一公式A，和式δ（Γ，A）+div（Γ∪｛A｝）相对于理论Γ而言总是常数1+div（Γ）。另外，在上述两个定理中令

α＝1，则可得A是理论Γ的有效结论的充要条件。再者，将上述三个定理结论中的不等号换成等号，当α＝

（k=0,1,…，2
n
）时，即得A是理论Γ的可达α－结论的充要条件。关于理论的可达α－结论以及在基本逻辑运算下公

式的α－结论的性质有下列结果。 

  定理3.3 设Γ＝｛A
1
，…，A

m
｝  F(S)，令T

0
（Γ）＝｛0，1｝

n
－T（Γ）且｜T

0
（Γ）｜＝r。 则对α＝

（k=0,1,…，2
n
），当0≤k＜r时，理论Γ不存在可达α－结论。而当k≥r时，理论Γ存在可达α－结论。

 

  证明 A∈F（S）.当0≤k＜r时，由引理2.2得 

δ（Γ，A）＝ ［2
n
+｜T（Γ）∩T（A）｜－｜T（A）｜］

 

  ＝ ［2
n
－｜T（Γ）－T（A）｜］＝ ｜｛0，1｝

n
－［T（Γ）－T（A）］｜

 

  ＝ ｜T
0
（Γ）∪T（A）｜≥ ｜T

0
（Γ）｜＝ ＞ =α，

 



  故理论Γ的可达α－结论不存在。当k≥r时，若k=r，设T
0
（Γ）＝｛I

i1
，…，I

ir
｝，其中I

ij
∈｛0，1｝

n
且I

ij

对应的十进制数为i
j
(j=1,…，r)。令A＝m

i1
，其中m

i1
表示极小项。则δ（Γ，A）＝  ｜T

0
（Γ）∪T（A）｜＝

＝α；若k＞r，取B＝ ，其中I  T(Γ)且｜I｜＝k-r。则δ（Γ，A）＝ ＝α，从而这样的公式A
是理论Γ的可达α－结论。 

  定理3.4 设Γ＝｛A
1
，…，A

m
｝  F（S）.则对A，B∈D

α
（Γ），有A→B∈D

α
（Γ）。

 

  证明 由A，B∈D
α
（Γ），则τ（C

Γ
→B）≥α。 故有

 

δ（Γ，A→B）＝τ（（C
Γ
→B）∨－A）≥τ（C

Γ
→B）≥α，

 

  即A→B∈Dα（Γ）。 

  定理3.5 设Γ＝｛A
1
，…，A

m
｝  F（S）。 A，B∈D

α
（Γ），当1／2≤α≤1时，则A∧B，A∨B∈D

2α－1

（Γ）。 

δ（Γ，A∧B）＝τ（（C
Γ
→A）∧（C

Γ
→B））

 

  ＝τ（C
Γ
→A）+τ（C

Γ
→B）－τ（（C

Γ
→A）∨（C

Γ
→B））≥τ（C

Γ
→A）+τ（C

Γ
→B）－1≥2α－1。即A∧B∈D

2α－

1
（Γ）。对A∨B，同理可得δ（Γ，A∨B）≥2α－1，即A∨B∈D

2α－1
（Γ）。从而结论成立。 

  利用理论Γ的发散度可以给出D
α
（Γ）中任意两个公式相似度的一个下界。

 

  定理3.6 设Γ＝｛A
1
，…，A

m
｝  F(S). A,B∈D

α
（Γ），则ξ（A，B）≥2a-div（Γ）－1。

 

  证明 对A，B∈D
α
（Γ），则τ（C

Γ
→A）≥α，τ（C

Γ
→B）≥α。 由

 

C
Γ
→（A→B）＝（C

Γ
→A）→（C

Γ
→B），C

Γ
→（B→A）＝（C

Γ
→B）→（C

Γ
→A），故

 

以C
Γ
→（（A→B）∧（B→A））＝（（（C

Γ
→A）→（C

Γ
→B））∧（（C

Γ
→A））。

 

  两边取真值，由引理2.2得 

  ξ（A，B）－τ（C
Γ
∨（（A→B）∧（B→A）））+1＝ξ（C

Γ
→A，C

Γ
→B）

 

  ＝τ（C
Γ
→A）+τ（C

Γ
→B）－2τ（（C

Γ
→A）∨（C

Γ
→B））+1。 

  由τ（（C
Γ
→A）∨（C

Γ
→B）≤1，τ（C

Γ
∨（（A→B）∧（B→A）））≥τ（C

Γ
）及条件得

 

ξ（A，B）≥2α+τ（C
Γ
）－2＝2α－div（Γ）－1。

 

  结论得证。 
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