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关于有限维循环群代数中的可逆元及其应用 
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摘要：讨论有限维循环群代数中的可逆元，给出了有限维循环群代数中的可逆元的逆元表达式，

并把结果应用到循环矩阵中.  
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循环矩阵在数学、物理学和工程技术等领域应

用广泛并有多种推广[1-5]，循环矩阵及其推广的求

逆算法问题大家都很关注[6-10]. 在本文中，我们讨

论有限维循环群代数中的可逆元，给出有限维循环

群代数中的可逆元的逆元表达式，把结果应用到循

环矩阵以及比循环矩阵更广的几类矩阵中.  

设 为一个域，G 为 1个由F g=< > g生成的

阶循环群，那么群代数 中的元可表示为： 
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其中，e为 中的单位元， . 

为方便， 也可不写或记为 1. 记 

G 0 1 1ia F i n∈ = ⋅ ⋅ ⋅ −， ，， ，
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称为 的表示多项式.  a

对于 0 1 1( )na G a a a −= ⋅ ⋅ ⋅，， ， ，如果 0 1 1na a a −⋅ ⋅ ⋅，， ，

中有 个元素非零而其余元素为 0，称 为 位元.  k a k

1 二位元的逆元表示式 

首先，分析连续二个元素非零的二位元的逆元

表示式. 在以下分析中，假定 n≥ .  3

定理 1  设 s t F∈， ，且 ，a G  

，那么 可逆的充要条件是 . 当

可逆时， 

0st ≠ ( 0s t= ⋅ ⋅ ⋅，，， ，

n

t

0) a 1( 1) 0n n ns t−+ − ≠

a
1 1 1 1(1 ) (1 )na s p G p p− − − −= − ⋅ ⋅ ⋅，， ， ， (4) 

其中， 1p s−= − .  

证明：设 0 1 1( ) ( )ns tg G b b b − 1+ ⋅ ⋅ ⋅ =，， ， ，可得的关

系式为： 
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考虑递推关系式： 

1 0 1 2 1m msb tb m n−+ = = ⋅ ⋅ ⋅ −， ，， ， ，

t

 

它的特征根为 1p s−= − . 因此其通解为： 

0 1 2 1m
mb xp m n= = ⋅ ⋅ ⋅ −， ，，， ， ，

b b

 

把 0 1n−，
1( ) 1ntp s x−

代入(5)式的第一个方程后，可得： 

+ = .  

如果 1( 1) 0n n ns t−+ − ≠ ，那么  1 1 (n ntp s s s− −+ = +n

1( 1) ) 0n nt−− ≠ . 可得 1( n 1)x tp s−= + − . 因此，a可逆，
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并且可得(4)式.  

反之，若 可逆，则存在 使得a 0 1 1nb b b −⋅ ⋅ ⋅，， ， 1a− =  

. 则 满足 (5)式，且

及

0 1 1( )nG b b b −⋅ ⋅ ⋅，， ， 0 1 1nb b b −⋅ ⋅ ⋅，， ，

0 1 1j
jb xp x F j n= ∈ = ⋅ ⋅ ⋅， ， ，， ，

 

− 1( )ns tp x−+ =  ，

所以 . 从而， .  

1
1 0ns tp −+ ≠ 1( 1) 0n n ns t−+ − ≠

推论 1  设 且 ，对于等比

序列 ，则 

r q F∈， ， 0 nr q≠ ≠， 1

)

1nr rq rq −⋅ ⋅ ⋅， ， ，
1 1 1 1( ( )) (1 )n nG r rq rq r q− − − −⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅， ， ，  

(1 0 0)G q− ⋅ ⋅ ⋅， ，， ， . (6) 

引理 1  设 ，k为自然数，

则 
0 1 1( na G a a a −= ⋅ ⋅ ⋅，， ，

1 0(k k
n k ng a ag G a a a− −= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅， ， ，， ， 

1) 1n ka − − ，≤ k≤ 1n − ， (7) 

1 0(k k
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−= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅， ， ，， ， 

1) 1ka − ，≤ ≤k 1.n −  (8) 

根据定理 1和引理 1可得下面的结果.  

推论 2  设 s t F∈， ，且  

≤ ≤ ，那么 可逆的充要条件

为 . 当 可逆时， 

0st ≠ ， (0 0a G s= ⋅ ⋅ ⋅， ，，，

0 0t ⋅ ⋅ ⋅，， ，)，

，

t
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其中， .  1p s−= −

推论 3  设 s t F∈， ，且  0 ( 0st a G t≠ = ⋅ ⋅ ⋅， ，， ，0，

)s ，那么 可逆的充要条件为 . 当

可逆时， 
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其中， .  1p s−= − t

，

下面，讨论二个非零元素之间有 1个零的二位

元的逆元表示式.  

定理 2  设 ≥  

，其中

2n m m= ， 2 ( 0 0a G s t= ⋅ ⋅ ⋅， ，，，，

0) s t F∈， ，且 ，那么 可逆的充要条

件为 . 当 a可逆时， 

0st ≠ a
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1 1 1 1(1 ) (1 0 0 0)m ma s p G p p− − − −= − ⋅ ⋅ ⋅，，，， ， ，， (11) 

其中， .  1p s−= − t
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证明：设 
2

0 1 2 1( ) ( )ms tg G b b b −+ ⋅ ⋅ ⋅，， ， ， 

那么可得的关系式为： 
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考虑递推关系式： 
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其中， 1p s−= − . 把b 分别代入(12)式的第一个

方程和第二个方程后可得： 
0 1b，
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如果 1( 1) 0m m ms t−+ − ≠

)

，由(14)式可得： 
1 1 1 1

2 1 2 20 ( 1) ( ( 1)m m m m m
m mb b t s t− − − −
− −= = − + −， ， 

因此， 可逆，并且可得(11)式.  a

反之，若 可逆，则有  a 1
2 2( ( 1) )m m m

ms t b−
−+ − =

1 1( 1) 0m mt− −− ≠ ，所以， .  1( 1) 0m m ms t−+ − ≠

用类似于定理 2 的证明方法可得 时

的结果.  

2 1n m= +

定理 3  设 2 1n m m= + ， ≥  1 ( 0a G s t=， ，，，0，

0)⋅ ⋅ ⋅， ，其中 s t F∈， ，且 ，那么 a可逆的充

要条件是

0st ≠

0n ns t+ ≠ . 当 可逆时， a
1 1 1 1 2(1 ) (1n m ma s p G p p p− − − + += − ⋅， ，， ，⋅ ⋅，

t

 
1 2 )m m mp p p−， ， ， (15) 

其中， 1p s−= − .  

对于一般的二个非零元素之间有 1 个零的二

位元的逆元表示式可根据定理 2、定理 3和引理 1

得到. 对于一般的二位元的逆元表示式均可按上

述方法得到，此处从略.  

2 三位元的逆元表示式 

首先，讨论的是连续 3个元素非零的三位元的
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∈ .

逆元表示式. 为不失一般性，只要讨论下面的三位

元 

( 0 0 )a G s t u s t F= ⋅ ⋅ ⋅，，， ，， ，，  (16) 

因为一般的连续 3 个元素非零的三位元可分

解为有(15)式形式的三位元与 g的方幂的乘积.  

在本节中，假定 的特征 ，并且 上的二

次方程在它的一个扩域中均有解.  

F 2≠ F

定理 4  设 s t u F∈，， ，且 ，  

，那么 a可逆的充要条件是 . 当

可逆时，记  

0stu ≠ ( 0a G s t= ，，，

0 )u⋅ ⋅ ⋅，， 0n ns t+ ≠

a 1
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其中，
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1
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j
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+
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0 1 1j n= ⋅ ⋅ ⋅ −，， ， ， (18) 

其中， .  ( ) / 2q s= −

证明：因为 
1
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可得的关系式为： 
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考虑递推关系式： 

1 2 0 0 1m m mua sa ta m− −+ + = = ⋅ ⋅， ，，  (20) 

它的特征根为： 
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1
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当 时，它的通解为： 2 4s tu− ≠

1 1 2 2 0 1m m
ma t q t q m= + = ⋅ ⋅， ，，  

把它代入(19)式的第一个和最后一个方程得： 
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因为 为方程 的根，所以(21)

式的线性方程组可化为： 
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由此可得： 
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(1) 当 2 4s tu 0− ≠ 时， 
1 2 1 2

1 2
1 1 2 2 1 2(1 )( ) (1 )( )

j j
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q q q qa q
t q q q t q q q

= −
− − − −

，q  

0 1 1j n= ⋅ ⋅ ⋅ −，， ， ， 

由此可得(17)式.  

(2) 当 2 4s tu 0− = 时，把(17)式化为： 

1 2 1 2 1 2 1 2
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q q q q q q q qa
t q q q q q q
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0 1 1j n= ⋅ ⋅ ⋅ − .，， ，  

令 . 则 1 2 ( ) / 2q q q s u= = = −
2

1 2 1
2 ( ( )

(1 )
j j n j

j n

qa jq q n j q
t q

− −= + −
−

，)−  

0 1 1j n= ⋅ ⋅ ⋅ −，， ， ， 

化简可得： 
1

( ( )) 0 1
(1 ) 1

j

j n n

q na n j j
t q q

+

1n= − − = ⋅ ⋅ ⋅ −
− −

， ，， ， .  

对于一般的三位元的逆元表示式均可按上述

方法得到，此处从略.  

3 一般元的逆元表示式及其应用 

利用二位元和三位元讨论 中的一般元的

逆元表示式，并把结果应用到矩阵论.  

( )F G

设 ( )a F G∈ ，且 的表示多项式为a ( )af x =  

，其中
1

0

n i
ii

a x−

=∑ 0 1 1ja F j n∈ = ⋅⋅ ⋅ −， ，， ， .  如果 是F
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代数闭域，如复数域 ，那么C ( )af x 有如下的分解

式： 

1

( )
t

s
a j

j

f kx x α
=

= +∏ ， 

 

其中， 为非负整数，  

. 如果 上的多项式都能分解成一次或二次多

项式的乘积，如实数域

jk F sα ∈， ， t， ，0 1 2j jα ≠ = ⋅ ⋅ ⋅， ，，

t F

R，那么 ( )af x 有如下的分

解式： 
2

1

( ) ( ) ( )
m

s t
a j

j
jf x kx x x u x vα

=

= + + +∏ ， 

其中， ，j jk u v Fα ∈，，， s m， 为非负整数， 0t = 或1，

. 因此，在这些情况下，

中的元可表示为一位元、二位元或三位元的乘积. 

对于 ，如果 可逆，根据上面的叙述，可

得到 的表达式.  

0 1 2jv j≠ = ⋅ ⋅ ⋅， ，， ，m ( )F G

( )a F G∈ a
1a−

设 为 上的 阶方阵的集合，nF F n nP F∈ ，如果

的最小多项式为P ( ) 1m
Pm x x= − ，那么G P=< >

是一个m阶循环群. 特别，如果 P为 阶基本循环

矩阵，那么 就是n阶循环矩阵的全体. 因此，

上面的结果可应用到循环矩阵中，也可应用到比循

环矩阵更广的几类矩阵中. 例如，对角因子循环矩

阵

n
( )F G

[2]. 又利用此方法，可类似讨论 循环矩阵以

及

r −

( )f x −循环矩阵等.  
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