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第一章 科学计算与Matlab

科学计算的意义
§1

误差基础知识§ 2

数值计算应注意的问题§ 3

Matlab简介§ 4
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1.引言

 《数值分析》是信息与计算科学专业的一门主要专业基础课程，

同时也是许多理工科本科、研究生专业的专业课。

 “数值分析”又称为“数值计算方法” ，它以各类数学问题的数值

解法作为研究对象，并结合现代计算机技术为解决科学与工程中

遇到的各类数学问题提供算法。

§1 科学计算的意义
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 随着计算机和数值计算方法的飞速发展，各学科领域从定性

分析阶段走向定量分析阶段，同时新的计算性学科分支纷纷

兴起，如计算物理、计算力学、计算化学、计算生物学、计

算材料学、计算气象学等，而数值计算方法是借助计算机进

行科学研究和解决实际问题的一种重要手段。

 本课程是一门既有系统理论又有较强实践性的应用数学课，

在航天航空、地质勘探、天气预报、水利工程、机械制造、

桥梁设计等领域都有数值计算方法的踪影。

§1 科学计算的意义
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 参考书目 (Reference)

数值分析 李庆扬、王能超、易大义 编著
北京：清华大学出版社, 2006, 7.

现代数值计算方法 肖悠南, 赵来军, 党林立编著

北京: 北京大学出版社, 2003, 7.
数值分析基础 关治, 陆金甫编著

北京: 高等教育出版社,1998, 5.

教材 (Text Book)

现代数值数学和计算 同济大学计算数学教研室 编著

§1 科学计算的意义
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DDxbAx ii / :Cramer       法则

次运算计算量 20107.9
,20



n

100亿/秒，算3000年，而Gauss消元法2660次

理论与实际的差别，可行性的重要性
例如：理论“零”与实际“零”是有差别的

例：线性方程组的求解

§1 科学计算的意义
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例：数值微、积分

?
1

0

2

  dxe x

 解析解？
•不能应用牛顿-克莱姆法则求出，因为被积函数的原
函数不是初等函数。

 可方便，快速求得数值解

§1 科学计算的意义
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1( ) xf x xe 考 查   

该根如何求出？

唯一根之间有一根，可证存在在 )1,0()(
.01)1(,01)0(

xf
eff 

例 非线性方程求根

 只是给出存在性，有点可惜！

 可用数值方法求出根

§1 科学计算的意义
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本课程主要研究计算机解决数学问题的
数值方法和理论

 微分方程数值解：很多初值问题没有解析解，可

采用相应的算法得到数值解

 插值与最小二乘拟合

§1 科学计算的意义



上海电力学院数理学院上海电力学院数理学院

计算机求结果

实际问题

数学模型

数值方法

2. 解决具体的科学、工程问题的过程

数值计算方法是一种研究并解
决数学问题的数值近似解方法

随着计算机的飞速发展，数值分析
方法已深入到计算物理、计算力学、
计算化学、计算生物学、计算经济学
等各个领域。本课仅限介绍最常用的
数学模型的最基本的数值分析方法。

§1 科学计算的意义
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数值分析
计算方法

输入复杂问题或运算

......),(,)(

,,ln,,

xf
dx
ddxxf

bxAxax
b

a

x






 
 计算机近似解

§1 科学计算的意义
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理论性

实践性

上机编写程序实现计算方法，第19-20周实习

计算方法连接了模型到结果的重要环节

理解方法的建立思想、步骤和有关分析

会套用公式进行简单应用，并进行修改和

创建公式

3. 计算方法的特点

§1 科学计算的意义
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n
S 公式一：
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具体例子

§1 科学计算的意义
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S0=0.182      %0.18232155679395
S1=S0;
for k=1:8

S1(k+1)=1/k-5*S(k);
end
S1'

§1 科学计算的意义

程序设计
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Ans=
0.182000000000
0.090000000000
0.050000000000
0.083333333333
-0.166666666667
1.033333333333
-5.000000000000
25.142857142858
-125.589285714292

在计算机上根据数学公式编程不一定得到正确的需要的结果

§1 科学计算的意义

公式一的计算结果
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8,210
5

1

0
,,,n,dx

x
xS

n

n 


 例：计算

1,,7,8,
5
1

5
1

1  nS
n

S nn 公式二：

02002
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具体例子

§1 科学计算的意义
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clear
S8=0.020
S1=zeros(9,1);%0.18232155679395
S1(9)=S8;
for k=8:-1:1

S1(k)=1/k/5-1/5*S1(k+1);
end
S1(end:-1:1,1)

§1 科学计算的意义

程序设计
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S1 =

0.18232155977143
0.08839220114286
0.05803899428571
0.04313836190476
0.03430819047619
0.02845904761905
0.02437142857143
0.02100000000000
0.02000000000000

§1 科学计算的意义

公式二的计算结果
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0.020-125.58920.0188368

0.02125.14280.0212367

0.02437-5.00000.0243246
0.0284591.03330.0284685
0.034308-0.16660.0343064
0.0431380.0830.0431383

0.0580380.0500.0580392
0.088390.0900.0883921
0.18230.1820.1823210

n nI )1(~
nI )2(

nI

计算结果
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误差将不可回避

需要分析算法的稳定性

§1 科学计算的意义
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模型误差—— 从实际问题建立的数学模型往往都
忽略了许多次要的因素（如空气阻力）,因此产生
的误差.

观测误差—— 一般数学问题包含若干参数,他们是

通过观测得到的，受观测方式、仪器精度以及外
部观测条件等多种因素，不可能获得精确值，由
此而来产生的误差称为观测误差。

注：它们均属于原始误差

1. 误差来源

§2 误差基础知识
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截断误差—— 在求解过程中，往往以近似替代，

化繁为简，从而产生的误差。

注：属方法误差，由算法本身引起的

舍入误差 ——在计算机上运算时受机器字长的限

制，一般必须进行舍入，从而产生的误差。

注：计算机表示数据引起

§2 误差基础知识
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*

*

*

| |

x x

x e x x

e
x x




   

 

设 为精确值， 为近似值，称

为误差或绝对误差。

的上限 /*accuracy*记为 ，称为

工程上

绝 /对误差限 

常

。

记为

注：注：e e 理论上讲是唯一确定的理论上讲是唯一确定的，，可能取正可能取正，，也可能也可能

取负。取负。不唯一不唯一，，当然当然 越小越具有参考价值。越小越具有参考价值。

2. 绝对误差

§2 误差基础知识
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例如： )1ln()(  xxf 作Taylor展开，

10  ,  
)1)(1(

)1()1(
1

1

1

1








 







 
 n

nn
i

n

i

i

xn
xx

i

舍弃，即为绝对误差

绝对误差
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dxe x 1

0

2

 近似计算:例

大家一起
猜？

   dxe
2x1

0
11 / e

解法之一：将 作Taylor展开后再积分
2xe







  

9
1

!4
1

7
1

!3
1

5
1

!2
1

3
11

)
!4!3!2

1(
1

0

864
21

0
dxxxxxdxe

2x

S4 R4,
1

0 4  Sdxe
2x

取

则 
11
1

!5
1

9
1

!4
1

4R 称为截断误差

0050
9
1

!4
1

4 .R 这里

743002401033301
42
1

10
1

3
114 ....S 

0010200050 .. | 舍入误差 /* Roundoff Error */ |
006000100050

1

0

2

...dxe -x  的总体误差计算

= 0.747… …

由截去部分
/* excluded terms */

引起
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*

*

* x
xx

x
eer


 称为相对误差

例如：150分满考139，100分满考90，两者的绝对误差分别
为11和10，优劣如何？

前者相对误差(150－139)/150=0.073，

后者相对误差(100-90)/100=0.100

3. 相对误差

§2 误差基础知识
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引例 已知准确值a=3.1415926…是一个无限不循环小数，

求截取不同位数后的近似值和误差界。

解： 1

0
1 1

3,
10.14 10 ;
2

x

e a x



    

截取一位

2

2
2 2

3.14,
10.0016 10 ;
2

x

e a x 



    

截取三位

3

4
3 3

3.1416,
10.0000074 10
2

x

e a x 



    

截取五位

。

a的近似值的绝对误差都超不过本身末位数的半个单位

4. 有效数字

§2 误差基础知识
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定义1：当x的绝对误差限为某一位的半个单位

，则这一位到第一个非零位的位数称为x的有效
位数。进而确定具有几位有效数字。

用科学计数法，记 （其中 ）。若
（即 的截取按四舍五入规则），则称

为有n 位有效数字，精确到 。

m
naa.ax 100 21

*   01 a
nm.xx  1050|| *

na
*x nm10

定义2：

注：在数值计算中，尽可能多地保留近似数的有效数字，
有效数字越多， 相对误差越小，计算结果越精确。

有效数字
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1415.3*;8979321415926535.3   例：

问： 有几位有效数字？请证明你的结论。*

*
10501050*and

10314150
413

1





 ..π||π 

,.π*证明：

有 位有效数字，精确到小数点后第 位。4 3

方法2： 3* 100926.00000926.0  

* 40.0000926 0.926 10     

有效数字
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练习：设

x1=1.73, x2=1.7321, x3=1.7320是其近似值,

问它们分别有几位有效数字?

...7320508.13 x

2
1 1

13 0.0021
2

: 10e x     解

4
22 10

2
100005.03  xe

3
33 10

2
1000051.03  xe

3位

5位

4位

有效数字
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§3 数值计算应注意的问题

8,210
5

1

0
,,,n,dx

x
xS

n

n 


 例：计算

151
 nn S

n
S 公式一：

18205ln6ln
5

11

00 .dx
x

S 


 
记为 *

0I
3

000 1050   .IIE则初始误差

考察第n步的误差 nnn SSE ，计算值为假设真值为 *,

|)51()51(||||| *
11

*
  nnnnn S

n
S

n
SSE

||55 01 E||E n
n   

1.  数值稳定性分析
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我们有责任改变。

造成这种情况的是不稳定的算法 /* unstable algorithm */

迅速积累，误差呈递增走势。可见初始的小扰动 3
0 1050||  .E

nnnn S
n

SS
n

S
5
1

5
151

11   公式二：

注意此公式与公式一
在理论上等价。

方法：先估计一个SN ,再反推要求的Sn ( n << N )。

)1(5
1

16
1




 n
S

)(n n

NN S
NN

S 













)1(5

1
)1(6

1
2
1*

可取

0*  NNN SSEN ,时当

数值稳定性分析
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考察反推一步的误差：

||
5
1

5
1

5
1

5
1

5
1|| *

1 NNNN ES
N

S
N

E 





 






 

以此类推，对 n < N 有：

||
5

1|| Nn EE nN

误差逐步递减, 这样的算法称为稳定的算法 /* stable algorithm */

算法的稳定性会是一个非常重要的话题

数值稳定性分析
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






0
1

yax
ayx

2.有时候，模型本身就是病态

系数引入小变化，解产生大变化。例如：

25.50        99.0  xa

81.55        991.0  xa

§3 数值计算应注意的问题
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在实数系中，每一个实数可以有无穷位，不同的
实数代表数轴上不同的点；

732050808.13 
在计算机数系中，每一个数只有有限位，只有部分有理数
能被计算机数系中的数精确表示。

表示。不能被计算机数系精确3

浮点数：

36.83=0.3683×102=0.03683×103

这种允许小数点位置浮动的表示法称为数的浮点形式。

实数x的十进制浮点形式为

x=  0.a1 a2... ak …10c,
尾数

阶码

ai{0,1,2,…,9}, c∈Z 基数

a1≠0, (1)称为x 的

规格化的浮点形式

(1)

3. 计算机数系
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一般数制情况： k位规格化机器数

y=  0. a1 a2... akc , =2,8,10,16,

ai{0,1,2,…, -1}, Lc U,a1≠0

F(,k.L,U)表示以上数集全体加数0，它是计算机中

使用的有限离散数集(机器数系）。

F(,k,L,U)中的数称为机器数。

F(10,4,-33,33)， y=  0.a1a2a3a410c

若浮点数的阶码不在[L,U]内，则出现上溢或下溢。

计算机数系
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(1)    加减法先对阶,后运算,再舍入

例:在F(10,4,-33,33)的计算机上计算1+ 104 

解: 1+ 104 =0.1000 101+ 0.1000 105 

= 0.00001 105 +  0.1000 105 

(对阶，靠高阶)

= 0.10001 105 = 0.1000 105 = 104（舍入）

(2)   乘除法先运算,再舍入

注：浮点数加法
不满足结合律

4. 计算机中数的计算特点

(3)   不在计算机数系中的数做四舍五入处理

§3 数值计算应注意的问题
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5. 数值计算应注意的问题

（1）避免相近二数相减
例：a1 = 0.12345，a2 = 0.12346，各有5位有效数字。

而 a2  a1 = 0.00001，只剩下1位有效数字。

几种经验性避免方法：
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§3 数值计算应注意的问题
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（2）避免小分母:分母小会造成浮点溢出 /* over flow */

避免量级相差太大的两数相除

数值计算应注意的问题
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大数吃小数

（3）避免大数吃小数

例：用单精度计算 的根。010)110( 992  xx
精确解为 （8位浮点数）110 2

9
1  x,x

 算法1：利用求根公式 a
acbbx

2
42 



在计算机内，109存为0.11010，1存为0.1101。做加法时，

两加数的指数先向大指数对齐，再将浮点部分相加。即1 
的指数部分须变为1010，则：1 = 0.0000000001  1010，取

单精度时就成为：

109+1=0.100000001010+0.00000000 1010=0.10000000 1010
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数值计算应注意的问题
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算法2：先解出

再利用
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注：注：求和时从小到大相加，可使和的误差减小。

例：10进制9位字长机器上分别计算
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数值计算应注意的问题
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（4）简化计算步骤，减少计算量，避免误差积累

一般来说，计算机处理下列运算的速度为      exp ,,

（5）选用稳定的算法

64 2 4 8 16 32x x x x x x x x      

例：秦九韶算法计算多项式的值

时间复杂性和空间复杂性

例：计算高次幂

N=11  flops，

数值计算应注意的问题
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3 2( ) 3 4 2 6p x x x x   计算多项式例： 的值。

2 31 ,x x x由 计算法 ： 算出 后再算。

需乘法5次，加法3次，存储单元7个。

( ) [ (3 4) 22 ] 6p x x x x   算法 ：

需乘法3次，加法3次，存储单元6个。

一般地，计算n次多项式的值

§3 数值计算应注意的问题
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算法2、秦九韶算法1247年 (又称为Horner算法1819)

需乘法n次，加法n次，存储单元n+3个。有递推公式

算法1、需乘法2n-1次，加法n次，存储单元n+4个。
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一般地，计算n次多项式的值

§3 数值计算应注意的问题
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评价一个算法好坏主要有两条标准：

1. 计算结果的精度（即误差大小）

2. 得到结果需要付出的代价

时空复杂性：CPU时间（运算次数）和存储空间

§3 数值计算应注意的问题
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§4  Matlab简介

陆续介绍

19-20周实习更为详尽的介绍
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课程学习重点

3. 数值方法的计算机实现

1. 构造数值方法的原理

2. 评价数值方法的好坏

迭代法,以直代曲,化整为零,外推法

研究数值方法的性态、可靠性、效率

平时积累和计算机集中实习
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1. 设近似值T0=S0=35.70具有四位有效数字，

计算中无舍入误差，试分别用下面的递推式计
算T20和S20，所得结果是否可靠？
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思考与练习
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2. 选用数值稳定性的算法计算
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思考与练习
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3. 避免相近的两数相减

5439arctan5430arctan 

思考与练习


