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  摘要 本文首先引进了凸锥广义基的概念，然后将局部凸空间的Arrow-Barankin-Blackwell定理
推广到序凸锥为非点式锥的情况. 
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1 引言及基本概念 
  设X为局部凸空间，X*为X的对偶空间，C X为闭凸锥，记L

C
为C的线空间，即L

C
=C∩(C)，C*={f∈

X*|f(x)≥0， x∈C}，C#={f∈C*|f(x)>0, x∈C＼L
C
}. 

  定义1 设A X，A≠ .称x*∈A为A的有效点，如果(x*-C)∩A x*+C.记A的有效点集为E(A/C). 

  定义2 设A X，A≠ .称x*∈A为A的真有效点，如果 X中包含C的非平凡凸锥D，s.t.C＼L
C

int(D)且x*∈E(A/D)，即(x*-D)∩A x*+D.其中int(.)表示集合的拓扑内部.记A的真有效点集为PrE
(A/C).

  定义3 设A X，A≠ .称x*∈A为A的正真有效点，如果 f∈C#，s.t.f(x*)=min{f(x)|x∈A}.

记A的正真有效点集为PsE(A/C). 
  易证：PrE(A/C) E(A/C),PsE(A/C) E(A/C)，但反之未必成立. 
  显然，当C为点式锥，即L

C
={0}时，定义1～定义3与通常的有效点，真有效点，正真有效点一致

(见文献［1］). 

  定义4 凸集B C称为凸锥C的基，如果0 cl(B)且C=Cone(B).其中cl(.)表示集合的闭包，Cone

(.)表示集合的生成锥. 

  定义5 凸集B C称为C的广义基，如果0 cl(B+L
C
)且 x∈C＼L

C
均 b∈B与λ>0 s.t. x∈λ

b+L
C
. 

  显然，当C为点式锥时，定义4与定义5一致. 

  对于X为有限维空间Rn且C为非负锥Rn
+
的情形，Arrow,Barankin与Blackwell于1953年在文献［2］

中证明了下面的定理：对每个紧凸集A Rn，其正真有效点集在有效点集中稠密，即 

E(A/C) cl(PsE(A/C))(1)

这一定理通常称为Arrow-Barankin-Blackwell稠密性定理，简称为稠密性定理.三十多年来，有许多学



者从事于将稠密性定理推广到赋范线性空间去的工作.例如Salz,Bitran,Borwein,Jahn等(见文献［3～
6］).他们都在一定条件下证明了稠密性定理，而他们所设条件的共同特征是：闭凸锥C具有有界
基.1991年傅万涛教授考虑了闭凸锥C只要有基的情况，证明了下面结论：在赋范线性空间中，为了使
稠密性定理成立，即(1)式成立，当且仅当闭凸锥C具有基.从而完全解决了关于稠密性定理在赋范线性
空间中的推广问题(见文献［7］).随后他又于1992年将他的结果推广到局部凸空间(见文献［8］).注
意到凸锥C有基时，C必为点式锥.故迄今为止，有关稠密性定理的结论均是针对点式锥的.本文的目
的，就是将［8］中结果再推广到闭凸锥为非点式锥的情况，得到了广义的稠密性定理. 
  本文的主要结论是：设X为局部凸空间，C为X的闭凸锥，则要使得对任一紧凸集A X有E(A/C) E
(A/C)∩cl(PsE(A/C))+L

C
成立，当且仅当C有广义基. 

  显然，当C为点式锥时，这一结论就是［8］中的结论，即局部凸空间中的稠密性定理. 

2 主要结果 
  在集合{x+L

C
|x∈X}上规定加法：(x+L

C
)+(y+L

C
) (x+y)+L

C
，数乘λ(x+LC) λx+LC，且规定

(x+L
C
)=(y+L

C
) △x-y∈L

C
，则{x+L

C
|x∈X}构成线性空间，称为X相对于L

C
的商空间，记为X/L

C
. 

  设φC为映射X到X/L
C
上的典则映射，即 ，且在X/L

C
上规定拓扑τQ {φC(V)|V∈τ}，

其中τ为X的拓扑，则X/L
C
也是局部凸空间，此时φC是连续的线性映射.由C的闭性知，X/L

C
还是

Hausdorff空间(见文献［9］). 
  对于E X，记 为φC(E)，即 ={x+L

C
|x∈E}， x∈X，记 为φC(x)，即x∈X，记 =x+L

C
. 

  对于拓扑空间Y，我们总以N(Y)表示Y的零点的邻域构成的集合. 
  引理1 若E为的X凸子集(锥)，则 为X/L

C
中的凸集(锥). 

  证 (略). 
  引理2 设E X，若E+L

C
为闭集，则 也为闭集. 

  证 设{
α
|α∈I}为 中的网，不妨设

α
=x

α
+L

C
，x

α
∈E， α∈I,且

α
→ .则 U∈N(X)，

α
U
∈I，s.t.

αU
- ∈φ

C
(U)，所以l

U
∈L

C
 s.t. 

αU
-l

U
-x∈U，即E+L

C
中的网{x

αU
-l

U
|U∈N(Z)} 

s.t. x
αU
-l

U
→x.所以由E+L

C
为闭集知，x∈E+L

C
，从而 ∈ .所以 为闭集. 

  引理3 为X/L
C
中的点式闭凸锥. 

  证 因为C+L
C
=C，又C为闭集，所以由引理1与引理2知， 为闭凸锥. 

  若 ∈ ∩(- )，则c
1
,c

2
∈C以及l

1
,l

2
∈L

C
 s.t. x=c

1
+l

1
=-c

2
+l

2
，所以c

1
=c

1
+c

2
-c

2
∈-C,所

以c
1
∈L

C
.所以 = .即 为点式锥. 

  引理4 设E X，若int(E+L
C
)≠ ，则int( )≠ .

 

  证 设x∈int(E+L
C
)，则 U∈N(X),s.t. x+U∈E+L

C
，所以 +φC(U) .而φC(U)∈N(X/L

C
)，所

以 ∈int( ). 

  推论 若E X,int(E)≠ ，则int( )≠ . 

  引理5 设A X，A≠ .若x*∈E(A/C)则
*
∈E( / ).反之若

*
∈E( / )，则A∩

*
E

(A/C).

  证 设x*∈E(A/C).由于 为点式凸锥，所以
*
∈E( / ) (

*
- )∩ ={

*
}.
 

  若
*

E( / )，则 x∈A s.t. =x+L
C
∈

*
- ，且x-x

*
L
C
.由 -

*
∈- 可得x-x*∈-C，

从而由x*∈E(A/C)可得x-x*∈C，所以x-x*∈L
C
(矛盾).所以

*
∈E( / ).

 

  反过来，设
*
∈E( / )，且 ∈A∩

*
.若 E(A/C)，则 x∈( -C)∩A s.t. x +C.由于

x- L
C
，所以 ≠ .而由x- ∈-C知 - ∈- .又x∈A，故 ∈ ，这又与 =

*
∈E( / )矛

盾.所以 ∈E(A/C). 

  推论 E(A/C)≠ E( / )≠ . 

  引理6 设A X，A≠ .若x*∈PrE(A/C),则
*
∈PrE( / ).反之若

*
∈PrE( / )，则A∩



*
PrE(A/C).

 

  证 设x*∈PrE(A/C)，由定义 包含C的非平凡凸锥D，s.t. C＼L
C
int(D)且x*∈E(A/D). 

  由引理4之证明知， ＼{ } int( ).下证
*
∈E( / ).否则 ∈(

*
- )∩ ，s.t. 

*
+ .不妨设 =x+L

C
,x∈A.则由

*
+ 知x-x* D.而由 ∈

*
- 知x-x*∈-D.这又与x*∈E(A/D)

矛盾.所以
*
∈E( / ).

 

  所以
*
∈PrE( / ).

 

  反过来设
*
∈PrE( / )且 ∈A∩

*
.由于 X/L

C
中包含 的非平凡凸锥  s.t. ＼{ }

int( )且
*
∈E( / ).令D=φ-1

C
(D)={x∈X|φC(x)∈ }，易证D为包含C的非平凡凸锥，且由φC的

连续性知，C＼L
C

int(D). 

  下证： ∈E(A/D)否则 x∈( -D)∩A s.t. x +D，这样便有 ∈(
*
- )∩ 且

*
+ .

这又与
*
∈E( / )矛盾.所以 ∈E(A/D).

 

  所以 ∈PrE(A/C). 

  推论 PrE(A/C)≠ PrE( / )≠ . 

  引理7 若B为C的广义基，则 为 的基. 

  证 因B是C的凸子集，故由引理1， 也是 的凸子集.又由0 cl(B+L
C
)知， cl( ).因若 ∈

cl( )则 网{
α
|α∈I}  s.t.

α
→ .所以 U∈N(X)， b

αU
以及l

U
∈L

C
 s.t. b

αU
+l

U
∈U，所以

∈cl(B+L
C
)，矛盾.所以 cl( ).又对 ∈ ＼{ }，因为x∈C＼L

C
，所以 b∈B以及λ>0 s.t. 

x∈λb+LC，所以 =λ .所以 是 的基.
 

  引理8 若A为X中的紧集，则 也为X/L
C
中的紧集. 

  证 (略). 
  引理9 设Y为局部凸空间，D为Y中的闭凸锥且具有基，则对任一紧凸集A Y，其真有效点集在有
效点集中稠密.即E(A/D) cl(PrE(A/D)). 
  证 见文献［10］. 
  引理10 设C为X的闭凸锥且具有广义基B，则对任一紧凸集A X有：E(A/C) E(A/C)∩cl(PrE

(A/C))+L
C
，即 x*∈E(A/C)均 ∈E(A/C)以及l∈L

C
 s.t. x*= +l 且 ∈cl(PrE(A/C)). 

  证 设x*∈E(A/C)，则由引理5 
*
∈E( / )，由引理3与引理7， 为点式闭凸锥且具有基，

又由引理8， 为X/L
C
中的紧凸集由引理9， 网{

*

α
|α∈I}PrE( / ) s.t.

α
→

*
.不妨设

α
=x

α
+L

C
，x

α
∈A， α∈I，则由引理6，x

α
∈PrE(A/C), α∈I.由于A为紧集，故可设x

α
→ ∈A.由φC的连

续性，
α
→ .因为X/L

C
为Hausdorff局部凸空间，故有 =

*
.所以 l∈L

C
 s.t. x*= +l.又由于 ∈

A∩
*
，所以 ∈E(A/C).

 

  引理11 凸锥C具有广义基的充要条件是C#≠ . 

  证 充分性 设f∈C#，则 x∈C＼L
C
，f(x)>0.令B={x∈C|f(x)=1}，显然B为C的凸子集，且由f

在L
C
上恒为零以及f的连续性知，0 cl(B+L

C
).又 x∈C＼L

C
，令b=x/f(x)，λ=f(x)，则λ>0，b∈B且

x=λb∈λb+LC.所以B为C的广义基. 

  必要性 设B为C的广义基，则0 cl(B+L
C
).由于B+L

C
为凸集，故由凸集分离定理知， f*∈X* 

s.t. f*(b)+f*(l)>0， b∈B,l∈L
C
,由此易得：f*(l)=0， l∈L

C
 且f*(b)>0， b∈B. 

  x∈C＼L
C
，由于λ>0与b∈B s.t. x∈λb+LC，f(x)=λf(b)>0，所以f*∈C#. 

  引理12 x*∈PsE(A/C) x*∈PrE( A/C). 



  证 设x*∈PsE(A/C)，则f*∈C# s.t. f*(x*)≤f(x)， x∈A. 

  令D={x∈X|f*(x)≥0}，显然D为包含C的非平凡凸锥，且由f*的连续性易证C＼L
C

int(D).下证x*

∈E(A/D).否则 ∈(x*-D)∩A s.t. x*+D.所以 -x* D∩(-D).由于 -x*∈-D，所以f*( -

x*)<0，即f( )<f(x*)，矛盾.所以x*∈E(A/D). 

  所以x*∈PrE(A/C). 

  反过来，设x*∈PrE(A/C)，则 包含C的非平凡凸锥D，s.t. C＼L
C

int(D)且x*∈E(A/D).易证x*

∈E(A+D/D). 

  令L
D
=D∩(-D)且设φD为映射X到X/L

D
上的典则映射，则由引理5知，φD(x

*)∈E(φD(A+D)/φDD(D)).

又由int(D)≠ 知int(φD(D))≠ .由文献［11］之定理5.4知， ∈(Z/L
D
)*＼{0}，

s.t. 则f*∈X*，且 

(2)

由(2)式，f*∈D*={f∈X*|f(x)≥0, x∈D}，且由于int(D)={x∈D|f(x)>0, f∈D*＼{0}}(见文献

［11］之定理3.2.1(b))，所以f*∈C#.在(2)式中令d=0则f*(x*)≤f*(x), x∈A. 

  所以x*∈PsE(A/C). 

  定理(广义Arrow-Barankin-Blackwell定理) 设X为局部凸空间，C为X的闭凸锥，则为使E
(A/C) E(A/C)∩cl(PsE(A/C))+L

C
对任一紧凸集A X成立，当且仅当C有广义基. 

  证明 充分性是引理10与引理12的直接推论.下证必要性. 
  取紧凸集A X，A≠ ，则 亦为X/L

C
中的紧凸集，故由通常的有效点存在定理知，E( / )≠

，从而由引理5之推论知E(A/C)≠ .取x*∈E(A/C)，则 ∈E(A/C)以及l∈L
C
 s.t. x*= +l且

∈cl(PsE(A/C)),所以PsE(A/C)≠ ，从而C#≠ .所以由引理11知，C具有广义基. 
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