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  摘 要 本文研究一般n个种群竞争的非自治Lotka-Volterra系统.得到了系统一致持续生存和全
局渐近稳定的新的判别准则.这些准则推广了现有有关文献中的一些结果. 
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1 引 言 

  考虑一般n个种群竞争的非自治Lotka-Volterra系统： 

    (1) 

这里x
i
≥0(i=1,2,…,n),t∈R

+
∶=[0,+∞),函数b

i
(t)和a

ij
(t)(i,j=1,2,…,n)在R

+
上有定义，有界和

连续，并且在本文中始终要求a
ij
(t)≥0对t∈R

+
和i,j=1,2,…,n. 

  根据系统(1)的生态学意义，本文考虑它的所有正解.称系统(1)的解x(t)=(x
1
(t),x

2
(t),…,x

n

(t))为正解，如果在其最大存在区间上有x
i
(t)>0(i=1,2,…,n).关于系统(1)的定性性质的研究已经有

了许多很好的工作，例如：在系统(1)为周期竞争的情形下，[1]中的推论2.6，[2]中的定理3.1，[3]
中的定理0.1，[4]中的定理3和[5]中的定理0.1分别建立了不同形式的关于正周期解的存在性和全局渐
近稳定性的判别准则.在系统(1)为一般非自治竞争情形时，[6]中的定理3.2，[5]中的推论4.4和[7]中
的定理1分别给出了关于具有正的上，下界的解的存在性和全局渐近稳定性的判别准则.本文的目的是
对系统(1)的一致持续生存性和全局渐近稳定性建立新的判别准则.下面将看到，这些新的判别准则将
上述文献［1～7］中所得到的一些结果做了统一的处理和很好的推广. 
  关于系统(1)的一致持续生存性和全局渐近稳定性的定义叙述如下.称系统(1)是一致持续生存的，
如果存在正常数δ和Δ，使得对于系统(1)的任何正解x(t)=(x

1
(t),x

2
(t),…,x

n
(t))都有T>0，当t≥T时

有δ≤x
i
(t)≤Δ(i=1,2,…,n).称系统(1)是全局渐近稳定的，如果对于它的任何正解x(t)都有：a)x

(t)在Liapunov意义下稳定，b)对于系统(1)的任何其它正解x(t)有x(t)-x(t)→0当t→∞时. 



2 一致持续生存性 

  考虑系统(1)的一维子系统： 

    (2) 

这是众所周知的Bernoulli方程.设x
i
(t)是其满足初始条件x

i
(0)=x

i0
的解.不难得到x

i
(t)是系统(2)的

正解的充分必要条件为x
i0
>0,并且正解x

i
(t)有表达式： 

系统(2)的定性性质已经在许多文献中被研究，例如［5，8，9］.下面的结论是易证的. 
  引理1 若存在正常数ωi

和λi使得 

则(2)的任何正解x
i
*(t)在[0,∞)上有定义和正的上，下界，并且是全局渐近稳定的.

 

  下面叙述和证明本节的主要结果. 
  定理1 若存在正常数ωi

和λi(i=1,2,…，n)使得 

对i=1,2,…，n，这里x
i0
(t)为系统(2)的某个正解，则系统(1)是一致持续生存的.

 

  证 由于 得知引理1的全部条件成立.设x(t)=(x
1
(t),x

2
(t),…,x

n

(t))是系统(1)的任何正解，对任何i∈{1,2，…,n},由于 

根据微分不等式定理得到x
i
(t)≤u

i
(t)对t≥0，这里u

i
(t)是(2)满足初始条件u

i
(0)≥x

i
(0)的正解.因

此由引理1得到，解x(t)在[0,∞)上有定义，并且对任何充分小的ε>0存在足够大的T
1
>0使得 

x
i
(t)≤x

i0
(t)+ε，    (3)

 

对t≥T
1
和i=1,2,…，n.选取Δ=sup{xi0(t)+ε:t≥0,i=1,2,…,n},则Δ＜+∞，并且不依赖于系统(1)的

任何正解，于是有 

x
i
(t)≤Δ对t≥T

1
,i=1,2,…,n.    (4)

 

  选取充分小ε＞0和T
2
≥T

1
使得

 

 



对t≥T
2
和i=1,2,…，n.若x

i
(t)≤ε对一切t≥T

2
,则由(3)式得知当t≥T

2
时

由于 故x
i
(t)→+∞当t→∞

时，但这是矛盾的.因此，存在t
i
>T

2
使得x

i
(t

i
)>ε.若又存在t

0
>t

i
使得x

i
(t

0
)<εexp(-βiωi

),这里 

显然0<βi<∞,则存在t
1
∈(t

i
,t

0
)使得x

i
(t

1
)=ε，并且x

i
(t)<ε对t∈(t

1
,t

0
].选取整数p≥0使得t

0
∈

(t
1
+pωi

,t
1
+(p+1)ωi

],我们有 

矛盾.这表明必有x
i
(t)≥εexp(-βiωi

)对t≥t
i
.选取

 

δ=min{εexp(-βiωi
):i=1,2,…,n},T=max{t

i
:i=1,2,…,n},

 

则δ不依赖于系统(1)的任何正解.结合(4)式最终得到 

δ≤x
i
(t)≤Δ对t≥T,i=1,2,…,n.

 

故系统(1)的正解一致持续生存. 
  当系统(1)为周期情形时，即所有的b

i
(t)和a

ij
(t)(i,j=1,2,…，n)是周期连续函数，且有共同周

期ω>0.相应于引理1有结论： 
  引理2 若周期系统(2)满足条件：∫ω

0
b
i
(t)dt>0和∫ω

0
a
ii
(t)dt>0,则一定存在唯一的全局渐

近稳定的正ω-周期解. 
  不难求出周期系统(2)的正ω-周期解满足： 



其中  
  设x

i0
(t)为系统(2)分别对i=1,2,…，n由引理3所确定的唯一正ω-周期解，根据定理1有结论： 

  推论1 若周期系统(1)满足条件： 

则系统(1)是一致持续生存的，并且存在一个正ω-周期解. 
  关于引理2和推论1中的正ω-周期解的存在性可由［10］的周期解存在定理所保证.从定理1和推论
1可以看到，周期情形下的系统(1)的持续生存和正周期解存在性的一些结果被推广到了一般非自治的
情形. 

3 全局渐近稳定性 
  在系统(1)的全局渐近稳定性的研究中，目前已经得到的许多结果都要求下面的假设H)成立，有些
结果甚至要求更强的条件，参见文献［1～4，6，7，11］. 

  H).存在正常数T和c
i
(i=1,2,…，n)和定义于[0,∞)上的非负可积函数μ(t),且∫∞

0μ(t)dt=+∞,

使得 

  本节在定理1的基础上建立一个新的关于系统(1)为全局渐近稳定的判别准则.首先引入下面的概
念. 
  定义1 对定义于[T,∞)上的非负可积函数φ(t),如果对任何的区间序列｛[a

i
,b

i
]｝,且[a

i
,b

i
]

∩[a
j
,b

j
]= 和b

i
-a

i
=b

j
-a

j
>0对一切i,j=1,2,…，且i≠j，都有 则称函数

φ(t)是N类的，记为φ(t)∈N. 
  下面的结论成立. 
  定理2 设系统(1)满足条件： 
  1).定理1的全部条件成立； 
  2).存在正常数T,c

i
(i=1,2,…,n)和r∈{1,2,…,n}使得 

并且A
i
(t)∈N对i=r+1,r+2,…,n;

 

  3).存在正常数ρ,H,di(i=1,2,…,r)和定义于 上的非负可积函数 且

使得 

则系统(1)是一致持续生存和全局渐近稳定的. 

  证 设x(t)=(x
1
(t),x

2
(t),…,x

n
(t))和x(t)=(x＊

1
(t),x＊

2
(t),…,x＊

n
(t))是系统(1)的任何两

个正解，由定理1得知，存在正常数m,M使得 



m≤x
i
(t),x＊

i
(t)≤M 对t≥t

0
,i=1,2,…,n.

 

选取Liapunov函数 

根据条件2)，计算Dini导数得到 

   (5) 

显然，解x＊(t)在Liapunov意义下的稳定性由(5)式和Liapunov稳定性基本定理[10]得到.进一步由(5)
式又得到 

设v
i
(t)=x

i
(t)-x

i
(t),对i=r+1,r+2,…n,以下证明v

i
(t)→0,当t→∞时.假设存在时间序列{t

n
}使得

t
n
→+∞,v

i
(t

n
)→a

i
当n→∞时，且a

i
≠0，不失一般性取a

i
＞0.由于 

根据b
i
(t),a

ij
(t),x(t)和x(t)的有界性得知dv

i
(t)/dt在[0,∞)上也有界，因此存在正常数h

i
和n

i
使

得v
i
(t)≥a

i
/2对t∈[t

n
-h

i
,t

n
+h

i
]和n≥n

i
. 

  不失一般性假设[t
n
-h

i
,t

n
+h

i
]∩[tm-h

i
,t

m
+h

i
]= 对任何n≠m.由A

i
(t)∈N得到

 

但这是矛盾.因此当t→∞时v
i
(t)→0.即x

i
(t)-x

i
(t)→0对i=r+1,r+2,…,n.

 

  进一步选取Liapunov函数 

计算Dini导数得到 



因此，由条件3)得知 

这里 从而有 

D
+
V
r
(t)≤-λμ(t)Vr(t)+g(t) 对t≥T,

 

这里λ=min{d-1i:i=1,2,…,r}m>0.由于g(t)→0当t→∞时.根据微分不等式定理和一阶线性方程的解的

常数变易公式得到V
r
(t)→0当t→∞时.这表明x

i
(t)-x

i
(t)→0当t→∞时对i=1,2,…，r.因此，最终

证明了正解x＊(t)是全局吸引的. 

  为了说明假设H)和定理2中条件的区别，考察下面的两种群系统： 

(6)

这里b
1
(t)=2,b

2
(t)=a

11
(t)=a

12
(t)=a

22
(t)=1和a

21
(t)=1-|sint|，系统(6)是周期竞争的，并且周期为

π，显然x
10
(t)=2和x

20
(t)=1.由于 (2-x

20
(t))dt=π和 (1-(1-|sint|)x

10
(t))dt=4-π，因此推论1的

全部条件成立.故系统(6)是一致持续生存的，并且存在正周期解. 
  对任何正常数c

1
和c

2
，由于c

1
a
11
(t)-c

2
a
21
(t)=c

1
-c

2
+c

2
|sint|≥0和c

2
a
22
(t)-c

1
a
12
(t)=c

2
-c

1
≥

0，故只能有c
1
=c

2
.即假设H)不成立.选取c

1
=c

2
=1,则A

1
(t)=a

11
(t)-a

21
(t)=|sint|∈N，所以定理2的全

部条件显然成立.因此，由定理2得知系统(6)是全局渐近稳定的. 
  把本文的结果同文献［1～7］中的一些结果进行比较，不难看到，本文的结果分别在不同程度上
推广了它们的结果. 
  从本文的定理和推论可以看到，我们将系统(1)为一般非自治情形和为周期的情形做了统一的处
理. 
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