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Bent函数的一般构造法 

王隽 李世取 

摘 要 本文用概率方法给出小项表示的布尔函数谱的性质，据此得到了Bent函数的特征矩阵的等价
刻画，原则上给出了Bent函数的一般构造法，并为Bent函数的计数问题提供了一个模型.文中还提出了
Bent矩阵的概念，考察了Bent矩阵的性质，并借助Bent矩阵得到由已知Bent函数构造新的Bent函数的
方法. 
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A GENERAL CONSTRUCTION OF BENT FUNCTIONS
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Abstract With probability methods,spectrum properties of Boolean functions represented 
by minor term is studied in this paper.On the basis of this an equivalent description of 
the characteristic matrix of bent functions is given,then a general method of 
constructing and counting bent functions is discussed in principle.Bent matrix is 
introduced for the first time and its properties are examined.At last some methods of 
constructing new bent functions from known bent functions are presented by bent matrixes.
Keywords Boolean Function, Walsh Spectrum, Bent Function, Bent Matrix. 
Subject Classification (CL)TN918.1;(1991MR)94A60. 

§1 引 言 

  在流密码中，为研究密钥流序列的线性复杂度稳定性和使一些流密码能抗BAA(最佳仿射逼近)攻

击，1987年，丁存生等提出了布尔函数稳定性的概念［1］，后来发现这种稳定函数就是Rothaus于1976

年提出的Bent函数［2］.由于Bent函数与每个仿射函数的符合率(相等的概率)均为 ,即Bent函

数与所有仿射函数保持了平衡，所以，以Bent函数为非线性滤波函数和非线性组合函数的流密码能抗
BAA攻击，故文献［3］“断言Bent函数是较为理想的非线性滤波和非线性组合函数”，专著［4］也指
出“怎样寻找更多更好的Bent函数”“是很有价值的课题”.但从以往国内外公开发表的文章来看，人
们大多用代数方法研究Bent函数，且很少见研究Bent函数的一般构造法的.本文则注重概率方法在研究
Bent函数构造中的应用，先用概率方法得到谱的性质，再据此用特征矩阵研究Bent函数的结构，为解
决Bent函数的一般构造及计数问题提供了一个模型，文中提出了Bent矩阵的概念，考察了Bent矩阵的
性质，并借助Bent矩阵得到由已知Bent函数构造新的Bent函数的方法. 

§2 Bent函数的结构分析 

  记GF(2)为二元域，Ω=GFn(2),F={A:A Ω},可测空间(Ω,F)上的概率测度P满足：P{(x
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,…,x
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= ,(x
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是(Ω,F,P)上相互独立且具有均匀分布的布尔随机变量.以下凡X=(X
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)都表示上述意义的布

尔随机向量. 

  定义1［3］ 设f(x),x∈GFn(2)是布尔函数，则f(x)的Walsh循环谱定义为： 

,



(1)

其中，w∈GFn(2),wx= w
j
x
j
mod2.

 

  S
(f)

(w)有如下概率表示式［5］ 

S
(f)
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结合P{f(X)=wX}+P{f(X)=wX+1}=1,则有 
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  设布尔函数f(x),x∈GFn(2)的Hamming重量为W(f),f-1(1)={c(1),c(2),…,c(W(f))},其中,c(j)=(c
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则f(x)有小项表示 

f(x)=f
1
(x)+…+f

W(f)
(x)=xc

(1)
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(W(f))
.
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  下面我们借助f(x)的小项表示式，用概率方法研究布尔函数的Walsh谱的性质，并据此分析Bent函
数的结构. 

  引理1 设单项式布尔函数f(x)=xc=(x
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故据(3)式知 

,

所以，k=1时结论成立，假设结论对k成立，则在k+1时有 
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据(3)式有 ,可见对任一正整数k≥1，引理1都成立.

 

  引理2 设布尔函数f(x),x∈GFn(2)的小项表示形如(6)式，w∈GFn(2)的Hamming重量W(w)=k,1≤k
≤n，w中不为0的分量是w

i1
,w
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,…,w
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,则对此w,相应的Walsh谱为 

.
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  证 由文献［3］知：当w≠0时，S
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用归纳法不难证明对一般的正整数m>2,w≠0时，有S
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引理2成立. 
  注 引理1和引理2揭示了单项式布尔函数和一般布尔函数的谱的性质，其结论和方法都具有普遍
意义，如据此还可以得到相关免疫函数和部分Bent函数的矩阵刻画，进一步，凡性质能用Walsh谱刻画
的布尔函数，都能由引理1、引理2得到其特征矩阵的等价刻画：在多值逻辑函数情形，也可以用类似
的思想和方法研究Chrestenson谱的性质. 



  定义2[〖STBZ 2] 设f(x),x∈GFn(2)是布尔函数，若对任意w∈GFn(2),都有|S
(f)

(w)|= ,则称f

(x)为Bent函数. 

  定理1 设布尔函数f(x),x∈GFn(2)的小项表示形如(6)式，则f(x)是Bent函数的充要条件是
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  证 必要性 设f(x)是Bent函数，则由(4)式和定义2知 

.
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且对任意w∈GFn(2),W(w)=k,1≤k≤n,设w中不为0的分量是w
i1
,w

i2
,…,w

ik
,则据(8)式及定义2，有

,即 .

 

  充分性 由 知P{f(X)=1}= ,故由(4)式得 ,又

由(8),(9)式知：对任意w∈GFn(2),w≠0，都有S
(f)

(w)=± ,所以，据定义2有f(x)是Bent函数.
 

§3 Bent函数的一般构造法 

  设布尔函数f(x),x∈GFn(2)的小项表示形如(6)式，则称矩阵 为f(x)的特征矩

阵，其中,k=W(f).显然，矩阵c
f
中行向量互不相同，且改变矩阵c

f
的行序，其对应的函数不变，但若

改变矩阵c
f
的列序，则得到不同的函数.将定理1用特征矩阵的语言叙述，则有 

  定理2 设布尔函数f(x),x∈GFn(2)的小项表示形如(6)式，其特征矩阵为c
f
，则f(x)是Bent函数

的充要条件是矩阵c
f
有2n-1± 行，且其中各列向量的非零线性组合中0，1个数之差为± . 

  称满足定理2条件的矩阵c
f
为n阶Bent矩阵.由定理2知n元Bent函数和n阶Bent矩阵相互唯一确定，

故定理2原则上为解决Bent函数的一般构造和计数问题提供了一个模型.如当n=2时，设f(x)为二元布尔

函数，不妨设W(f)=1(此时，W(f+1)=3)，在特征矩阵c
f
=c(1)

1
, c(1)

2
 中，(c(1)

1
,c(1)

2
)的不同取法

共有C1
4
=4种，经验证，任一种取法都满足定理2，故特征矩阵c

f
所对应的布尔函数是Bent函数，这

样，4个不同的c
f
就对应4个不同的Bent函数，而当f(x)是Bent函数时，f(x)+1也是Bent函数，所以，

二元Bent函数共有2×4=8个. 
  以下我们考察Bent矩阵的性质，同时给出一些由已知Bent函数构造新的Bent函数的方法. 
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因为A=(α1,…,αn)是Bent矩阵，M=(m
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  注 由Bent矩阵和Bent函数的定义可以证明定理3与文献［2］中有关Bent函数的一个经典结论等
价，即：如果f(x)是n元Bent函数，M是GF(2)上的n阶非奇异矩阵，v是GF(2)上的n维向量，则f(xM+v)
也是Bent函数. 

  特别地，当M=I是单位矩阵时，B=A+V=(α1+ 1
,…,αn+ n

)，当
i
=0时，αi+ i

=αi,当 i
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  推论1 设A=(α1,…,αn)是Bent矩阵，A中任意l个列向量的各分量取补后得到矩阵B，1≤l≤n,则B

也是Bent矩阵. 
  由定理2我们可以作n元Bent函数的全部构造，而推论1则可以使这种构造得以简化.如在n=4时，W

(f)=2n-1± =10或6，所以，只要找到所有不同的6×4阶Bent矩阵(不考虑行序)，就可构造全部4元
Bent函数.根据推论1不妨设要找的6×4阶矩阵的各列都由两个0和4个1组成，不难验证这样的矩阵共有

28个，故由推论1得到满足定理2条件的不同的6×4阶矩阵共有24×28=448个，而当f(x)是Bent函数
时，f(x)+1也是Bent函数，且W(f(x)+1)=10≠W(f(x)),所以，4元Bent函数的总数为448×2=896个，经
上机搜索验证，这个结果正确. 
  在定理3中取V=0，则有B=AM是Bent矩阵，其中，M是非奇异矩阵.设L(A)为由A的列向量α1,…,αn生

成的GFk(2)上的线性子空间，k=2n-1± ，β1,…,βn是L(A)中任一极大无关组，则由线性代数理论知

有n阶非奇异0，1矩阵M，使(β1,…,βn)=(α1,…,αn)M,故由定理3即有 



  推论2 设A=(α1,…,αn)k×n
是Bent矩阵，k=2n-1± ,记α1,…,αn生成GFk(2)上的线性子空间为

L(A)，若β1,…,βn是L(A)中任一极大无关组，则B=(β1,…,βn)是Bent矩阵. 

  由推论2我们可以通过分析子空间中极大无关组的个数来计算n元Bent函数的个数.如n=4时，4元
Bent函数对应的特征矩阵为6×4阶或10×4阶，我们现在计算满足定理2条件的6×4阶矩阵个数.在向量

空间GF6(2)中，所有Hamming重量为偶数的向量组成了GF6(2)的一个5维线性子空间 ，不难验证其中
不含全1向量的不同的4维子空间共有16个，在每个这样的子空间中，任意向量的非零线性组合都由全0
或两个0四个1或两个1四个0组成，故由定理2及推论2知其任一极大无关组组成的矩阵都对应一个Bent

函数，而其不同的极大无关组有n
1
=(24-1)(24-2)(24-4)(24-8)个，且特征矩阵的行序不影响其所对应

的函数，所以，Hamming重量为6的不同的Bent函数共有 =448个，因而不同的4元Bent函数共有2×

448=896个. 
  事实上，用文献［6］中的典型方法可以具体写出所有4元Bent函数.设 

f(x
1
,x

2
,x

3
,x

4
)=x

1
x
2
+x

3
x
4
+(ax

1
+bx

2
)(cx

3
+dx

4
)+ w

i
x
i
+v,

 

f
1
(x

1
,x

2
,x

3
,x

4
)=x

1
x
3
+x

2
x
4
+(ax

1
+bx

3
)(cx

2
+dx

4
)+ w

i
x
i
+v,

 

f
2
(x

1
,x

2
,x

3
,x

4
)=x

1
x
4
+x

2
x
3
+(ax

1
+bx

4
)(cx

2
+dx

3
)+ w

i
x
i
+v,

 

其中,a,b,c,d,v,w
i
∈GF(2),i=1,2,3,4,则不难验证上述函数f(x
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)实际上表示了所有896个不同的4元Bent函数. 

§4 结束语 

  自从70年代中期提出Bent函数以来，人们用多种方法对其作了大量研究，如有用Hadamard矩阵研

究其性质和构造的［7,8］，有用Fourier变换研究的［2，9］，也有用Walsh谱方法对Bent函数加以研究

的［3］，本文则用特征矩阵揭示了Bent函数的结构，得到了Bent函数的一般构造法，从我们的研究结
果看，当变元个数较大时，用特征矩阵研究Bent函数的构造不很方便，但从理论上一般性地探讨Bent

函数的计数问题则有其独到之处，类似于特征矩阵在相关免疫函数的计数中所发挥的作用［3,10］，我
们相信特征矩阵在Bent函数的计数中也将发挥重要作用. 
  衷心感谢俞佳恩教授对本文工作的支持和帮助. 
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