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与 Schrödinger型算子有关的 Lp
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摘要: 讨论了与 Schrödinger 型算子 2 2( )H V= −Δ + 有关的几类算子的 pL 估计, 并就位势函数V
满足不同的条件时给出 p的取值范围. 
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1 引言和结论  

关于 Schrödinger 型算子的研究已有很长一段
历史, 特别是近年来更是受到很多学者的广泛关
注 , 得出了一系列好的结果 [1-7]. 记 L V= −Δ + , 

2 2( )H V= −Δ + 为 2类 Schrödinger型算子, 这里Δ
为 Laplace 算子, V 为非负位势函数. 当V 为非负
多项式时, 1993年Zhong在其博士论文中分别给出
了算子 L和H 的基本解估计, 并得到了算子 k kV L− , 

1/2 ( )k kV L k− −∇ ∈ 以及 2 /2 1( 0, 1, 2, 3, 4)j jV H j− −∇ =
的 pL 有界性. 当 ( / 2)qV q n∈ ≥B , 即逆 Hölder 函
数类时, Shen在 1995年证明了算子 1VL− 和 1/2 1V L−∇
在 ( )p nL 空间中的有界性, 这里要求 p分别满足
1 p q≤ ≤ 和1 ( )p C q≤ ≤ . 最近, Sugano 从不同方
向推广了 Zhong和 Shen的结果, 得到如下结论: 
定理 A[4]  设 ( )V x ∞∈B , 则对任意的 f ∈  

0 ( )nC∞ 存在正的常数C , C'使得: 

( ) ( )
|| || || || ,p n p n

k k
L L

V L f C f− ≤  (1) 
1/2

( ) ( )
|| || ' || || ,p n p n

k k
L L

V L f C f− −∇ ≤  (2) 
这里1 p< ∞≤ . 
定理 B[5]  (i) 设 /2( ) ( 5)nV x n∈B ≥ , 且存在正

的常数C使得 2( ) ( , )V x Cm x V≤ , 则存在正的常数

jC ( 0,1, 2, 3)j = 使得: 
2 /2 1

( ) ( )
|| || || || ,p n p n

j j
jL L

V H f C f− −∇ ≤  (3) 
这里1 p< ∞≤ . 

(ii) 在(i)条件下, 同样存在正常数C' 使得: 

2
( ) ( )

|| || ' || || ,p n p n
k k

L L
V H f C f− ≤  (4) 

这里1 p< ∞≤ , k∈ . 
在叙述主要结论前, 我们先对文中出现的相

关记号和术语作些介绍. 笔者要求的空间维数 n≥  
5. ( , )B x r 表示 n中以 x为中心, 以 r 为半径的球
体, 即有: 

( , )B x r ={ :| | }.ny y x r∈ − <  
另外约定 

1

1

| | / ( )n

n

j
x x x

ααα∇ = ∂ ∂ ∂ , 1| | nj α α α= = + + . 
下文中出现的 C , C' 都表示大于零的常数, 

当然它们出现在不同的地方, 取值是不相同的. 
记 ( , )H x yΓ 为算子H 的基本解, 关于 ( , )H x yΓ

的一些基本估计笔者将在第 2部分给出. 这里先给
出 1H − 的定义. 

1 ( ) ( , ) ( )d
n HH f x x y f y yΓ− = ∫ . 

利用递归的方法将 ( 2)mH m− ≥ 定义为: 
( 1)( ) ( , ) ( )d

n

m m
HH f x x y H f y yΓ− − −= ∫ . 

对于 ( 1)mL m− ≥ , 可类比上述方式来定义, 也
可参考文献[4]. 

定义 1[3]   (i) 若非负函数 ( ) ( )q n
locV x L∈  

(1 )q< < ∞ , 且存在C使得逆 Hölder不等式 
1/

( , )
(1/ | ( , ) | ( ) d )q q

B x r
B x r V y y∫ ≤  

 
( , )

/ | ( , ) | ( )d
B x r

C B x r V y y∫ , 

对每个 nx∈ 及 0 r< < ∞均成立, 则称 ( )V x 属于
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逆 Hölder函数类 qB . 

(ii) 称非负函数 ( )V x 属于逆Hölder函数类 ∞B , 
如果 ( ) ( )n

locV x L∞∈ , 且存在C使得: 

( , )
|| || / | ( , ) | ( )d ,

L B x r
V C B x r V y y∞ ∫≤  

对每个 nx∈ 及 0 < r < ∞均成立. 
注 1  利用 Hölder 不等式易知 p q⊂B B , 若 

1p q> > . 由文献[8]的结论可知 qB 具有自提升性, 
即若 qV ∈B , 则存在 0ε > , 使得 qV ε+∈B . 
受文献[3,5]启发, 笔者主要讨论当位势函数

( )V x 满足不同的条件时算子 2 /2 ( 1)m j j mV H m− −∇ ≥
的 pL 有界性以及 p的取值范围. 
定理 1  对 0,1, 2, 3,j = m∈ , 假设 ( )V x ∈  

/2nB , 且存在 C使得 2( ) ( , )V x Cm x V≤ , 则存在常
数 jC 使得: 

2 /2
( ) ( )

|| || || ||p n p n
m j j m

jL L
V H f C f− −∇ ≤ , (5) 

这里1 p< ∞≤ . 
注 2  当 ( )V x ∞∈B 时, 不难验证 /2( ) ,nV x ∈B

且 2( ) ( , )V x Cm x V≤ , 即(5)式对 ( )V x ∞∈B 也成立. 
在(5)式中, 1m = 及m∈ , 0j = 的情形分别对应

于定理 B中的(i)和(ii). 
定理 2  对 1, 2, 3,j =  假设

0
( ) qV x ∈B , 0q ≥  

/ 2n , 则对 01 p p≤ ≤ 有: 
2 /2 1

( ) ( )
|| || || ||p n p n

j j
jL L

V H f C f− −∇ ≤ , (6) 
这里 0 01/ (4 / 2)/ (4 )/p j q j n= − − − , 如果 0/2n q <≤  
2 / (4 )n j− ; 0 0 /(2 /2)p q j= − , 如果 0 2 /(4 )q n j−≥ .  

2 几个引理 

这里先给出辅助函数 ( , )m x V 的定义及其基本

性质, 关于 ( , )m x V 更丰富的性质, 可参考文献[3]. 
定义 2[3]  设 /2( ) nV x ∈B , 我们定义辅助函数

( , )m x V 为: 
2

( , )
1 / ( , ) sup{ 0 :1/ ( )d 1}n

B x r
m x V r r V y y−= > ∫ ≤ . 

引理 1[3]  设 /2( ) ,nV x ∈B  那么存在 0k , 0,C>
使得对 n中任意的 x和 y成立: 

0

( , ) ( , )
(1 ( , ) | |)k

m y V m x V
C m x V x y+ −

≤ ≤ 

0 0/( 1)(1 ( , ) | |) ( , )k kC m x V x y m y V++ − . 
以下回顾 ( , )H x yΓ 的一些基本性质. 
引理 2[5]  设 /2( ) nV x ∈B , 则对任意的正整数

N存在常数 0NC > 使得: 

4

1| ( , ) | .
(1 ( , ) | |) | |

N
H N n

Cx y
m x V x y x y

Γ −+ − −
≤  

引理 3[5]  对 1,2,3,j =  假设 /2( ) nV x ∈B , 且存
在常数C使得 2( ) ( , )V x Cm x V≤ , 那么对任意的正
整数 N存在常数 0NC > 使得: 

4

1| ( , ) | .
(1 ( , ) | |) | |

j N
x H N n j

Cx y
m x V x y x y

Γ − +∇
+ − −

≤  

引理 4[5]  对 1,2,3,j =  假设 2 /(4 )( ) n jV x −∈B . 
那么对任意的正整数 N存在常数 0NC > 使得: 

4

1| ( , ) | .
(1 ( , ) | |) | |

j N
x H N n j

Cx y
m x V x y x y

Γ − +∇
+ − −

≤  

引理 5[5]  对 1,2,3,j =  假设
0

( ) qV x ∈B , 且

0/ 2 2 / (4 )n q n j−≤ ≤ . 若对 0
nx ∈ , 在 0( , )B x R

中成立 2 2( ) 0u V u−Δ + = , 则存在C使得: 

0

1/

( , /2)
( | ( ) | d )j t t

xB x R
u x x∇∫ ≤  

0

0

2 / 4 4
0

( , )
{1 ( , )} sup | ( ) |n q

y B x R
CR Rm x V u y−

∈
+ , 

这里 01 / 2 / (4 ) /t q j n= − − . 
命题 1[3]  当 ( ) qV x ∈B , 1q > 时, ( )dV x x是

双倍测度, 即存在正的常数 0C 使得(7)式成立: 

0( ,2 ) ( , )
( )d ( )d

B x r B x r
V y y C V y y∫ ∫≤ . (7) 

引理 6[3]  设 ( ) qV x ∈B , / 2q n> , 则存在C
使得对任意的 0 r R< < < ∞有: 

2

( , )
1 / ( )dn

B x r
r V y y− ∫ ≤ 

/ 2 2

( , )
( / ) (1 / ) ( )dn q n

B x R
C R r R V y y− − ∫ . 

3 定理的证明 

为了证明定理 1, 我们需要引理 7. 
引理 7  假设m∈ , /2( ) nV x ∈B , 且存在常

数 C使得 2( ) ( , )V x Cm x V≤ , 那么对于 0,1,2,3,j =  
存在C'使得: 

4 ( )| ( , ) ( ) | ( )m j j m m
xm x V H f x C'M f x− −∇ ≤ . (8) 

对任意的 0( ) ( )nf x C∞∈ 均成立, 这里 ( )mM 表

示 Hardy-Littlewood算子M 的m次复合. 
证明  我们对m进行归纳证明. 当 1m = 时, (8)

式类似于定理 B (i)的证明. 我们假设(8)式对1≤ 
m k≤ , k∈ 均成立, 以下考虑 1m k= + 的情形. 
注意到: 

4( 1) ( 1)| ( , ) ( ) |k j j k
xm x V H f x+ − − +∇ =  
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4( 1)| ( , ) ( , ) ( )d |
n

k j j k
x Hm x V x y H f y yΓ+ − −∇∫ , 

利用引理 3和引理 1可得: 
4( 1)| ( , ) ( , ) ( )d |

n

k j j k
x Hm x V x y H f y yΓ+ − −∇∫ ≤ 

4( 1)( , ) | ( ) |/((1 ( , )
n

k j k
NC m x V H f y m x V+ − − + ⋅∫  

4 4| |) | | )d ( , )N n j j
Nx y x y y C m x V− + −− − ⋅≤

 4( ( , ) | ( ) |) /((1 ( , )
n

k km y V H f y m x V− + ⋅∫  
0 04 /( 1) 4| |) | | )d .N kk k n jx y x y y− + − +− −  (9) 

令 1/ ( , )r m x V= , 由归纳假设易知(9)式能被以
下(10)式所控制: 

4 ( )( , ) ( ( )) / ((1 ( , )
n

j k
NC m x V M f y m x V− + ⋅∫  

0 04 /( 1) 4| |) | | )dN kk k n jx y x y y− + − +− − ≤

1

( ) 4

2 | | 2
( ( )) /(

i i

k j
N r x y r

i
C M f y r

−

+∞
−

−
=−∞

⋅∑ ∫ ≤ ≤
 

0 04 /( 1)1 4(1 | |) | | )N kk k n jr x y x y− +− − ++ − − ⋅

0 0

( ) 4

| | 2

4 /( 1)1 1 4

d ( ( )) / (

(1 2 ) (2 ) )d

i

k j
N x y r

i

N kk ki i n j

y C M f y r

r y

+∞
−

−
=−∞

− +− − − +

⋅

+

∑ ∫ ≤
≤

≤
 

0 0

( 1)(4 )

4 /( 1)1

2 12
(1 2 ) (2 )

i j
n

N N kk ki i n
i

C
r

− −+∞

− +−
=−∞

⋅
+∑  

( )

| | 2
( )d 2

i

k n
Nx y r

M f y y C
−

⋅∫ ≤
≤  

0 0

( 1)(4 )
( 1)

4 /( 1)1

2 ( )
(1 2 )

i j
k

N kk ki
i

M f y
− −+∞

+
− +−

=−∞ +∑ ≤ 

( 1)( , ) ( )kC n N M f y+ . (10) 

在(10)式倒数第 2 个式子中取充分大的 N , 即
得所求级数收敛. 从而定理的结论对 1m k= + 也成
立, 于是定理得证. 
注 3  在(8)式中取 0j = , 1m≥ , 此即对应为

定理 B (ii).  
接下来我们给出定理 1的证明. 
由 2( ) ( , )V x Cm x V≤ 及引理 7 的结论, 再利用

H-L 极大算子M 的 (1 )pL p< ∞≤ 有界性很容易得

出定理 1的结论. 
最后给出定理 2的证明. 
由逆 Hölder 函数类 (1 )q q< < ∞B 的自提升性

知, 对某些 1 0q q> , 
1qV ∈B . 

设 2 /2( ) ( ) ( , ) ( )d
n

j j
x HTf x V x x y f y yΓ−= ∇∫ , 则T

的对偶算子可表示为: 
2 /2( ) ( , ) ( ) ( )d

n

j j
y HT f x y x V y f y yΓ∗ −= ∇∫ . 

由算子的对偶性质, 只须证 

( ) ( )
|| || || ||p n p nL L
T f C f∗ ≤ , 0p p′ ∞≤ ≤ . 
首先考虑 0 1/2 2 / (4 )n q q n j< < −≤ 的情形. 令

1/ ( , )r m x V= , 选取 t和 1p 满足 11/ 2/ (4 )/t q j= − −  
,n 1 11 / 1 (4 / 2) / (4 ) /p j q j n= − − + − , 于是有: 

1 11 / (2 / 2) / 1 / 1t j q p+ − + = .  
由 Hölder不等式可得: 

1

2 /2

2 | | 2
| ( ) | | ( , ) ( )

k k

j j
y Hr y x r

k
T f x y x V y

−

+∞
∗ −

< −
=−∞

= ∇ Γ ⋅∑ ∫ ≤

 

1

1 1

1 1

2 | | 2

(2 /2)/1/

| | 2

1/

| | 2

( )d | ( | ( , ) |

d ) ( ( ) d )

( | ( ) | d ) .

k k

k

k

j t
y Hr y x r

k

q j qt

y x r

p p

y x r

f y y y x

y V y y

f y y

−

+∞

< −
=−∞

−

−

−

∇ Γ ⋅

⋅

∑ ∫

∫
∫

≤

≤

≤

≤

 

由引理 5和引理 2可知: 

1

1/

2 | | 2
( | ( , ) | d )

k k

j t t
y Hr y x r

y x yΓ
− < −

∇∫ ≤
≤  

12 /(2 ) / (1 2 )n q nk k N
NC r − + . 

于是有: 

1

4

| | 2

(2 ) 1| ( ) | ( ( )
(1 2 ) (2 ) k

k j
q

N k N k n y x r
k

rT f x C V y
r

−+∞
∗

−
=−∞

⋅
+∑ ∫ ≤

≤

 1 1(2 /2)/

| | 2
d ) (1 / (2 ) | ( ) |

k

j q pk n

y x r
y r f y−

−
⋅∫ ≤

 1 1 1

4
1/ 1/ (2 )d ) { (| | )( )}

(1 2 )

k j
p p p

N k N
k

ry C M f x
−+∞

=−∞

⋅
+∑≤  

2 /2

| | 2
(1 / (2 ) ( )d ) ,

k

k n j

y x r
r V y y −

−∫ ≤
 (11) 

(11)式中第2个不等式成立是根据H-L极大算子M
的定义和逆Hölder类

1qB 的定义. 接下来首先估计 
4 2 /2

| | 2

1: (2 ) ( ( )d )
(2 ) k

k j j
k n y x r

I r V y y
r

− −

−
= ∫ ≤

. 

当 0k > 时, 由命题 1和定义 2可得: 
4 2 /20

| |
(2 ) ( ( )d )

(2 )

k
k j j

k n y x r

CI r V y y
r

− −

−∫ ≤
≤ ≤ 

2 /20
2 2 | |

1( ( )d )
(2 )

k
j

k n n y x r

C V y y
r

−
− − −∫ ≤

≤ 

0(2 /2) (2 )(2 /2)
0 2 (2 )Nj k n j k kC C− − − ≤ , 

这里 0 0N < . 
当 0k≤ 时, 由引理 6可得: 

1/ 24 2(2 ) (1 / (2 ) ( / (2 ))n qk j k kI r r r r −−≤ . 

1(2 / )(2 /2)2 /2
2 | |

1 ( )d ) (2 ) .n q jj k
n y x r

V y y
r

− −−
− −∫ ≤

≤  

综合上述 2种情况, 取 N充分大时, 可得: 
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| ( ) |T f x∗ 1 11/{ (| | )( )}p pC M f x≤ , 
再由 H-L极大算子M 的 (1 )pL p< ∞≤ 有界性易得: 

( ) ( )
|| || || ||p n p nL L
T f C f∗ ≤ , 1p p< ∞≤ , 

于是由 0 1p p′ > 可得要证的结论成立. 
其次, 我们考虑 1 2 / (4 )q n j−≥ 的情形, 再由

qB 的自提升性质, 可设 1 2 / (4 )q n j> − , 于是由注
1可知, 2 /(4 )n jV −∈B , 再由引理 4可得: 

4

1 1| ( ) |
(1 2 ) (2 )N k N k n j

k
T f x C

r

+∞
∗

− +
=−∞

⋅
+∑≤  

2 /2

| | 2

1( ) | ( ) |d
(1 2 )k

j
N k Ny x r

k
V y f y y C

+∞
−

−
=−∞

⋅
+∑∫ ≤

≤

 1

4

| | 2

(2 ) 1( ( )
(1 2 ) (2 ) k

k j
q

N k N k n y x r
k

rC V y
r

−+∞

−
=−∞

⋅
+∑ ∫ ≤

 

1 1 1(2 /2)/ 1/

| | 2
d ) (1 / (2 ) | ( ) | d ) ,

k

j q p pk n

y x r
y r f y y−

−∫ ≤
 

这里 1 11 / 1 (2 / 2) /p j q= − − . 因此由第一种情形证
明思路可得结论同样成立. 
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