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一类具有 , ( )pL μ Ω 系数的 Schrödinger方程

解的 Hölder连续性 

王世元 1, 陶祥兴 2* 
（1.宁波大学 理学院, 浙江 宁波 315211; 2.浙江科技学院 理学院, 浙江 杭州 310023） 

摘要: 证明了 Schrödinger方程: ( ) 0
i jij x xLu a u b u vu= − + ∇ + = 的弱解的局部 Hölder连续性, 其中

系数 2 ,| | , ( )( 2 )pb v L n p nμ Ω μ∈ − <≤ , 进一步推广和细化了已有的结果.  
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对于下面的 Schrödinger方程: 

( ( ) ( )) ( ) ( )
i jij x xLu a x u x b x u x= − + ∇ +  

( ) ( ) 0,v x u x x Ω= ∈ . 

由于其在工程和物理中有着广泛的应用, 许

多数学家都对它进行了研究. 1982年 Aizenman M

和 Simon B[1]考虑了方程 0,u vu−Δ + =  其中 v∈  

( )nΚ Ω , 证明了 Harnack 不等式并且由此得到了 

解的连续性. 1986年Chiarenza F等[2]给出了 0Lu = , 

当 ( ) 0, ( ) ( )nb x v x Κ Ω= ∈ 时, 弱解的 Harnack 不等

式的证明及其局部连续性估计, 推广了文献[1]的

结果. 1994年 Kurata K[3]给出了 0Lu = , 当 2| ( ) | ,b x  

( ) ( )l oc
nv x Κ Ω∈ 时, Harnack不等式的证明, 得到了

弱解的连续性及 2| | ( )loc
nu K Ω∇ ∈ . 1988 年 Fazio G 

D[4]考虑了 0Lu = , 当 ( ) 0,b x = 1,( ) ( )v x L λ Ω∈ 时 , 

得到了非常弱解的表示公式, 并且讨论了弱解的

Hölder连续性; 2000年Chen Yemin[5]讨论了当系数
2 1,| ( ) | , ( ) ( )( 2 )b x v x L n nλ Ω λ∈ − < < 时 , 方程 Lu= 0

弱解的 Hölder连续性估计. 

笔者主要讨论了当 2 ,| ( ) | , ( ) ( ) (pb x v x L nμ Ω∈ −  

2 )p nμ <≤ 时, Schrödinger方程 0Lu = 局部弱解的

Hölder连续性, 主要结论如下: 

定理1  设 ( )u x 是 ( )
i jij x xLu a u b u vu= − + ∇ + = 0

的弱解, 5 0( )rB x Ω⊆ , 则 ∃常数C及α 使得 x∀ ∈ 

0( )rB x , 有: 

( )5 0
0 0| ( ) ( ) | sup | ( ) | (2 | |

rx B x
u x u x C u x x x rα α−

∈
− − +≤  

/2 ( )/ 2 /2 ( )/(2 ) 1 /2
0| | (2 )n p n px x r rα μ α μ α− + − − + −− + +  

( )/(2 ) 1 ( )/(2 ) 1
02 | | n p n px x rμ μ− + − +− +  
( )/(4 ) 1/2 ( )/(4 ) 1/2

0| | ),n p n px x rμ μ− + − +−  

其中C仅与 ,n Λ , ,μ  , ( )
|| ( ) || pL

v x μ Ω
, ,

2
( )

||| ( ) | || pL
b x μ Ω

有关, α 仅与 n , Λ有关. 

笔者主要利用非常弱解的表示公式及 Green

函数的大小估计, 对方程 0Lu = 的解进行了有效

估计. 通过讨论得到当方程系数的性质进一步提

升时, 其结果更细化和准确, 从而使已有的结果得

到更进一步的推广. 
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1 一些函数空间及其性质 

设 Ω 是 ( 3)nR n≥ 上的有界开集 , 记 ( )rB x =  

{ || | }ny R x y r∈ − < , ( ) ( )r rx B x∩Ω Ω= , 用 | |⋅ 表示

一个集合的 Lebesgue 测度. 令Ω 具有下面性质: 

,x Ω∀ ∈∂ 当 0 diam( )r Ω< < 时 , (0,1)h∃ ∈ 使得

( )r xΩ ≥ | ( ) |rh B x . 为书写简便, 记 ( ) /
ix iu u x x= ∂ ∂ , 

文中省略了指标 i, j 的求和符号, 不影响讨论, 常

数 C在不同的地方表示不同的数值. 

定义 1  ( ) ( )nf x Κ Ω∈ (Stummel-Kato 类) ⇔  

∃非降函数 ( ) 0rη > , 使得: 
2

( )
sup ( )/ | | d ( ) 0, 0

r

n

xx
f y x y y r r

ΩΩ
η−

∈
− → →∫ ≤ . 

注 1  由定义易知 1( ) ( )n LΚ Ω Ω⊆ . 

定义 2  ,( ) ( )pf x L μ Ω∈ (Morrey空间) (0 μ< <  

)n ⇔ 1( ) ( ) ( )pf x L LΩ Ω∈ ⊆ , 并且有: 

,
( )

1/
( )

0

|| ( ) || (sup | ( ) | d )p
r x

p p
L

x
r

f x r f y yμ
μ

Ω ΩΩ

−

∈
>

= < +∞∫ . 

由文献[4]中的引理 1.1可得下面结论. 

定理 2  如果 ,( ) ( )pv x L μ Ω∈ , 2n p nμ− <≤ , 

则有 ( ) ( )nv x Κ Ω∈ , 并且 

,
( ) / 2

2 ( )( )

| ( ) | d || ( ) || ,
| | p

r

n p
n Lx

v y y C r v x
x y μ

μ
ΩΩ

− +
−−∫ ≤  

其中C仅Λ与 n有关, 与 ,x r无关. 

证明  类似文献[4]中的处理方法, 我们有: 

12( ) { /2 | | /2 }
0

| ( ) | d | ( ) |
| | k k

r
nx r x y r

k

v y y v y
x yΩ Ω +

+∞

− −
=

⋅
− ∑∫ ∫ ∩ ≤ ≤

≤

  
1

2 2

{ /2 | | /2 }
0

| | d
k k

n n

r x y r
k

x y y r
Ω +

+∞
− −

−
=

− ⋅∑∫ ∩ ≤ ≤
≤  

1 2 2 1 2

0
(1 / 2 ) | ( ) | d (2 )k n n k n

k
v y y r

+∞
+ − − − − −

=

⋅∑≤  

/2

2 ( 1)(2 ) /

( )
0

| ( ) | d 2
kr

n k n p

x
k

v y y r rμ

Ω

+∞
− − + −

=

⋅∑∫ ≤  

'

/2

1/ /

( )
( | ( ) | d ) ( / 2 )

kr

p p k n p

x
r v y y rμ

Ω

− ∫ ≤  

'/ / 2 '

/2

( 1)(2 ) /

( )
0
2 ( | ( )|

p n p n

kr

k n kn p p

x
k

r r v y
μ μ

Ω

+ + −
+∞

− + − − −

=

⋅∑ ∫
 ,

1/ ( )/ 2
( )

d ) || ( ) || .p
p n p

L
y C r v x μ

μ
Ω

− +≤  

对不等式两边 x Ω∈ 取上确界即可知 ( )v x ∈  

( )nΚ Ω . 证毕. 

定义 3  1 ,( ) ( )pu x H Ω∈ , (1 )p< < +∞ ⇔ ( ) ,u x  

/ ( ) ( ) ( 1, 2,3, , )p
iu x x L i nΩ∂ ∂ ∈ = " 空间范数定义为: 

1, ( ) ( ) ( )
1

|| ( ) || || ( ) || || ( )/ || ,p p p

n

iH L L
i

u x u x u x x
Ω Ω Ω

=

= + ∂ ∂∑  

易知 1 , ( )pH Ω 是一个 Banach空间. 

注 2  1 ,
0 ( )pH Ω 是 ( )Ω℘ 在上述范数定义下的

闭包; 1, ( )pH Ω− 是 1 ,
0 ( )qH Ω 共轭空间, 其中1/ p+  

1/ 1q = . 且 1 ,( ) ( )pu x H Ω−∈ ⇔存在 ( ) ( ),p
if x L Ω∈   

( 0,1, 2, , )i n= " 使得: 0
1

( ) / ( ) ( )
n

i i
i

u x f x x f x
=

= ∂ ∂ +∑ . 

注 3  在空间内的局部区域上定义 3也是有意

义的. 

2 Green 函数及其性质与非常弱解的
表示公式 

令 0 ( )
i jij x xL u a u= − , 其中 ( )ija x 满足下列条件: 

(1) ( )ija x 是 Ω 上有界可测函数, 且 ( ) ( )ij jia x a x= ; 

(2)一致椭圆性条件: 0,∃Λ>  使 2| | ( )ij i ja xξ ξ ξΛ ≤ ≤ 
1 2| | , .nRξ ξ−Λ ∀ ∈  函数 2| ( )|b x 及 ( )v x 属于 , ( ),pL μ Ω  

其中 2n p nμ− <≤ . 

定义 4  1,2( ) ( )l ocu x H Ω∈ 是方程 ( )
i jij x xLu a u=− +  

0b u vu∇ + = 的弱解, 当且仅当下列等式成立: 

( )d ( )d ( )d 0,
i jij x xa u x b u x vu x

Ω Ω Ω
ϕ ϕ ϕ+ ∇ + =∫ ∫ ∫  

0 ( )Cϕ Ω∞∀ ∈ . 

定义 5  设σ 是Ω 上的有界变差测度, Τ =  
1,2

1
/ ( ) ( )

n

i i
i

f x x H Ω−

=

∂ ∂ ∈∑ 则有: 称 1( ) ( )u x L Ω∈ 是方

程 0 ( )L u x σ Τ= + 的非常弱解 ⇔ 0( )duL x
Ω

ψ =∫  

1
d ( ) ( )d ,

i

n

i x
i

x f x
Ω Ω
ψ σ ψ

=

−∑∫ ∫ 1,2 0
0 ( )H Cψ Ω∀ ∈ ∩ , 且

使得 0
0 ( )L Cψ Ω∀ ∈ . 

引理 1[4]  设σ 是Ω 上的有界变差测度, Τ =  
1,2

1
/ ( )

n

i i
i

f x H Ω−

=

∂ ∂ ∈∑ , 如果 1,2
0( ) ( )u x H Ω∈ 是方程

0 ( )L u x σ Τ= + 的弱解, 则 ( )u x 也是同一方程的非

常弱解. 
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定义 6  ( )y xδ 表示狄拉克函数, 我们称方程

0 ( ) ( )yL u x xδ= 的非常弱解为算子 0L 的以 y为极点

的 Green函数, 并记为 ( , )g x y . 

引理 2[4]  设 1, ( ) ( )pH p nΤ Ω−∈ > , σ 是Ω 上

有界变差测度, 若 ( )u x 是方程 0 ( )L u x σ= + Τ非常 

弱解, 则 ( ) ( , )d ( ) ( , ) ( )du x g x y y g x y y y
Ω Ω

σ Τ= +∫ ∫ . 

证明  由文献[6]中定理 6.1( 0Τ = 的情形)及

文献[4]中定理 2.2 ( 0σ = 的情形)综合即可得此定

理成立. 证毕. 

注 4  如果 ( , )g x y 限制在 1,2
0 ( )H Ω 中, 则引理

2 中 2p = 的情形也是成立的, 只须对文献[4]中的

证明过程稍作修改即可. 

引理 3  设 ( )u x 是 ( ) 0Lu x = 弱解, 2 0( )rB x ⊆  

Ω , 则∃常数C , 使得: 

0

2 2

( )
( , ) | ( ) | d ( ( ( ))

rB x
g x y u y y C osc u x∇ +∫ ≤  

0

( )/ 2 2
( ( ))

|| ( ) || ),
r

n p
L B x

r u xμ
∞

− +  

其中C仅与 ,n ,Λ ,μ , ( )
|| ( ) || pL

v x μ Ω
, ,

2
( )

||| ( ) | || pL
b x μ Ω

有关, 
0 0

2 2 2

( ) , ( )
( ( )) sup | ( ) ( ) |

r r
B x x y B x
osc u x u x u y

∈
= − . 

证明  由文献[3]中引理 5.1与定理 2结合即可

得定理结论成立. 证毕. 

3 定理 1的证明 

证明  设 ( )u x 是 ( ) 0Lu x = 的弱解, 即 ( )u x ∈  
1,2 ( )l ocH Ω , 且有:  

( )d ( )d 0,
i jij x xa u x b u vu x

Ω Ω
ϕ ϕ ϕ+ ∇ + =∫ ∫  

0 ( ).Cϕ Ω∞∀ ∈   (1) 

再取 0( ) ( )x Cψ Ω∞∈ , 易知 0( ) ( )x Cϕψ Ω∞∈ , 将

(1)式中 ( )xϕ 替换为 ( )xϕψ , 则有: 

( ) d d
i j i jij x x ij x xa u x a u x

Ω Ω
ϕ ψ ϕ ψ= −∫ ∫  

d ( ) d .
i jij x xa u x b u vu x

Ω Ω
ϕ ψ ϕψ− ∇ +∫ ∫  

易验证 ,
i jij x xa u ϕ 1,2( ) ( );

j iij x xa u Hϕ Ω−∈  由文献[5]

中引理 4.1知b uϕ∇ 和 vuϕ是Ω 上的有界变差测度. 

令 ( ) ( ) ( )w x u x xϕ= , 依据引理 1知: ( )w x 是方

程 0 ( ( )) ( )
i j i jij x x ij x xL w x a u a u b u vuϕ ϕ ϕ ϕ= − − − ∇ − 的

非常弱解. 

选取 0( ) ( ),x Cϕ Ω∞∈ 满足 0 ( ) 1;xϕ≤ ≤ ( ) 1,xϕ ≡  

3 /2 0( );rx B x∈ supp 2 0( ) ( )rx B xϕ ⊆ ; ( ) /x C rϕ∇| |≤

从而易知 supp 2 0 3 /2 0( ( ) / ) ( ) \ ( )i r rx x B x B xϕ∂ ∂ ⊆ . 

于是取 0( )rx B x∈ , y∈ supp ( )xϕ∇ , 由文献[6]

知 0 ( )L u x σ= + Τ的非常弱解的唯一性. 则对 x∀ ∈ 

0( )rB x , 由引理 2和注 4有: 

( ) ( ) ( , )d ( , )
i j i jij x x ij x xu x x a u g x y y a u g x y

Ω Ω
ϕ ϕ ϕ= − ⋅∫ ∫

  d ( , )d ( , )d ,y b u g x y y vu g x y y
Ω Ω

ϕ ϕ− ∇ −∫ ∫  

故由于 3 /2 0( ) 1, ( )rx x B xϕ ≡ ∈ , 得: 

0 0( ) ( ) ( ( , ) ( , ))d
i j jij x x xu x u x a u g x y g x y y

Ω
ϕ− = − −∫  

0( ( , ) ( , ))d
i jij x xa u g x y g x y y

Ω
ϕ − −∫  

0( ( , ) ( , ))db u g x y g x y y
Ω

ϕ∇ − −∫  

0 1 2( ( , ) ( , ))d .b vvu g x y g x y y
Ω

ϕ Ι Ι Ι Ι− = + + +∫ ：  

首先估计 bΙ : 

bΙ
0 1 0

0| | | |
( ( , ) ( , )) d

x y N x x
g x y g x y vu yϕ

− > −
= − − −∫  

0 1 0
0 1 2| | | |

( ( , ) ( , )) d ,b bx y N x x
g x y g x y vu yϕ Ι Ι

− −
− = +∫ ≤

：  

其中 1N 是大于1的待定常数. 

对于 1bΙ : 

01

0
( )

| ( , ) ( , ) | sup | ( , )
rx B x

g x y g x y g x y
∈

− −≤  

01
0 ( )

( , ) | | ( , ) |
rx B x

g x y osc g x y
∈

≤ ≤

 
0

1 1 2 1
( )

( sup | ( , ) |)
rx B x

C r r g x y C r rα α α α− −

∈
⋅≤  

02
2 1 0( )

inf | ( , )| ( / ) | ( , ) |
rx B x

g x y C r r g x yα

∈
≤ ≤  

3 0 0(| | / ) | ( , ) |,C x x r g x yα−  

其中 1 2r r r≤ ≤ . 

上述第 2 个不等式可由文献[7]中定理 8.22 得

到, 第 3个不等号由文献[2]中得到的Harnack不等

式得到 , 最后一个不等号只须选取 0 1| |x x r− =≤  

0(1 ) | | ( 0)x x rδ δ+ − >≤ 即可. 

此时由于 0 1 0| | | |x y N x y− > − 知 : | ( , )g x y −  

0 2 1 0( , ) | ( , ),g x y C N g x yα−≤  再由文献[6]中 7.9式知: 
2( , ) ( , ) | | ,ng x y C n x y −Λ −≤  (2) 
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所以  
2

0 1 0| ( , ) ( , ) | | | .ng x y g x y CN x yα− −− −≤  (3) 

故利用定理 2及(3)式有: 

2 0

2
1 1 0( )

| | ( , ) / | ( ) | / | |
r

n
b B x

C n N v y x yαΙ −Λ − ⋅∫≤   

,
2 0

2 0
( ( ))

( )
d sup | ( ) | ( (|| || ,p

r
r

L B x
B x

y u x C v μ≤  

2 0

( )/ 2
1

( )
, , ) / ) sup | | .

r

n p

B x
n N r uα μμ − +Λ  

记 1 1 0| |,N x xγ = −  2 1 0( 1) | | .N x xγ = + −  类似地

利用定理 2及(2)式: 

0 1 0
2 | | | |

| | | ( , ) | db x y N x x
g x y vu yΙ ϕ

− −
+∫ ≤

≤  

0 1 0
0 1| | | |

| ( , ) |d ( , )
x y N x x

g x y vu y C nϕ
− −

Λ ⋅∫ ≤
≤  

1 0

2

| | ( 1)| |
(| ( ) | / | | ) | ( ) | dn

x y N x x
v y x y u x y−

− + −
− +∫ ≤

 

1 0

2
2 0| | | |
( , ) (| ( )| / | | ) |n

x y N x x
C n v y x y −

− −
Λ − ⋅∫ ≤

 

( )/ 2
1 1 0( )| d ( , )(( 1) | |) n pu x y C n N x x μ− +Λ + − ⋅≤  

,
2 02

2 02

2 1( ( ))
( )

|| || sup | | ( , )( |pL B x
B x

v u C n N xμ
γ

γ

+ Λ −  

,
2 01

2 01

( ) / 2
0 ( ( ))

( )
|) || || sup | |p

n p
L B x

B x
x v uμ

γ
γ

μ− + ≤  

( )/ 2
1 0( , )(( 1)| |) n pC n N x x μ− +Λ + − ⋅  

,
2 02

2 02
( ( ))

( )
|| || sup | | .pL B x

B x
v uμ

γ
γ

 

从而取 1/2
1 0( /| |) 1,N r x x= − >  1 11 2N N+ < ; 则有: 

| |bΙ 1 2 1 2| | | | | |b b b bΙ Ι Ι Ι= + +≤ ≤ 

,
4 0

4 0
( ( ))

( )
(|| || , , , ) sup | | (|p

r
r

L B x
B x

C v n u xμ μ Λ −  

/2 ( )/ 2 /2 ( )/(2 ) 1
0 0| | |n p n px r x xα μ α μ− + − − ++ − ⋅  
( )/(2 ) 1).n pr μ− +  

接着类似于 bΙ 的估计方法, 再来估计 vΙ : 

vΙ
0 2 0| | | |

( ( , )
x y N x x

b u g x yϕ
− > −

= − ∇ −∫  

0( , ))dg x y y −
0 2 0| | | |x y N x x

b uϕ
− −

∇ ⋅∫ ≤
 

0 1 2( ( , ) ( , ))d .v vg x y g x y y Ι Ι− = +：  

对于 1vΙ : 由(3)式及 Hölder不等式可得: 

2 0
1 2 ( )

| | ( , ) | || |
r

v B x
C n N b uαΙ −Λ ∇ ⋅∫≤  

2
0 2| | d ( , )nx y y C n N α− −− Λ ⋅≤  

2 0

2 2 1/2
0( )

( | | | | d )
r

n

B x
b x y y−− ⋅∫  

2 0

2 2 1/2
0( )

( | | | | d ) .
r

n

B x
u x y y−∇ −∫  

由 2 ,( ) ( )pb x L μ Ω∈ 及定理 2知: 

2 0

2 2
0( )

| ( ) || | d
r

n

B x
b y x y y−−∫ ≤  

,
2 0

( )/ 2 2
( ( ))

|| ( ) || .p
r

n p
L B x

C r b y μ
μ− +  (4) 

又由文献[8]中 1.9式知: 
2( , ) ( , ) | | , | | / 2,ng x y C n x y x y r−Λ − ∀ −≥ ≤ 而

且 | | | | /2x y y Ω− − ∂≤ , 故由引理 3得: 

( )
/2 0 0

2 2 2
0( ) ( )

| | d | ( ) |
r r

n

B x B x
u y x y y u y−∇ − ∇ ⋅∫ ∫≤

 
0

2 ( )/ 2
0 ( )

( , )d ( ( ( ))
r

n p

B x
g x y y C osc u y r μ− ++ ⋅≤  

0

2 ( )/ 2
( ( ))

|| ( ) || ) (1 )
r

n p
L B x

u y C r μ
∞

− ++ ⋅≤  

0

2

( )
( sup | ( ) |) .

rx B x
u x

∈
 (5) 

从而有: 

,
2 0

( )/ 2 2 1/2
1 1 2 ( ( ))

| | ( || || )p
r

n p
v L B x

C N C r b μ
α μ− − +Ι ⋅≤  

4 0

( )/ 2 2 1/2
2

( )
( (1 )( sup | |) )

r

n p

x B x
C r u CNμ α− + −

∈
+ ⋅≤  

4 0

( )/(2 ) 1 ( )/ 2 1/2

( )
sup | | (1 ) .

r

n p n p

x B x
r u rμ μ− + − +

∈
+  

对于 2vΙ 的估计: 由于 0 2 0| | | |y x N x x− −≤ , 有

2 0| | ( 1) | |y x N x x− + −≤ ; 记 3 2 0| |N x xγ = − , 4γ =  

2 0( 1) | |N x x+ − , 则利用(2)式: 

2 0
2 | | ( 1)| |

| | | ( , )|| ( ) ( ) ( )| dv x y N x x
g x y b y u y y yΙ ϕ

− + −
∇ +∫ ≤

≤

  
0 2 0

0| | | |
| ( , ) || ( ) ( ) ( ) | d

x y N x x
g x y b y u y y yϕ

− −
∇∫ ≤

≤ 

2 4

2
1 ( )

| ( ) ( ) || | dn

B x
C b y u y x y y

γ

−∇ − +∫
 

2 03

2
2 ( )

| ( ) ( ) || | d .n

B x
C b y u y x y y

γ

−∇ −∫  

在
32 0( )B xγ 及

42 ( )B xγ 上运用(4)式和(5)式的证

明方法可得: 

( ) ( )
2 03

2
0( )

| || | dn

B x
b y u y x y y

γ

−∇ −∫ ≤ 

2 03

( )/(2 ) 1 ( )/ 2 1/2
1 3 3

( )
(1 ) sup | ( ) |n p n p

x B x
C u x

γ

μ μγ γ− + − +

∈
+ ⋅  

( ) ( )
2 4

2

( )
| || | dn

B x
b y u y x y y

γ

−∇ −∫ ≤ 

2 4

( )/(2 ) 1 ( )/ 2 1/2
2 4 4

( )
(1 ) sup | ( ) | .n p n p

x B x
C u x

γ

μ μγ γ− + − +

∈
+  

令 1/2
2 1 0( / | |)N N r x x= = − ,  从而有

42 ( )B xγ ⊆  

42 0 5 0( ) ( )r rB x B xγ + ⊆ , 经计算处理得到: 
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/2 ( )/(2 ) 1 /2
1 0| | (| | n p

v C x x rα μ αΙ − + −− ⋅≤  

4 0

( )/(2 ) 1

( )
(1 )) sup | |,

r

n p

x B x
r uμ− +

∈
+  

( )/(4 ) 1/2 ( )/(4 ) 1/2
2 0| | ( | |n p n p

v C r x xμ μΙ − + − +− +≤  

5 0

( )/(2 ) 1 ( )/(2 ) 1
0

( )
| | ) sup | |,

r

n p n p

x B x
r x x uμ μ− + − +

∈
−  

故 

1 2| | | | | |v v vΙ Ι Ι+≤ ≤ 
/2 ( )/(4 ) 1 /2

0(| | (1n pC x x rα μ α− + −− +  
( )/(4 ) 1 ( )/(4 ) 1/2)n p n pr rμ μ− + − ++ ⋅  

( )/(4 ) 1/2 ( )/(2 ) 1
0| | n p n px x rμ μ− + − +− + ⋅  

5 0

( )/(2 ) 1
0

( )
| | )) sup | | .

r

n p

x B x
x x uμ− +

∈
−  

由文献[2]有: 

3 0
1 0

( )
( , )(| | / ) sup | ( ) |,

rx B x
C n x x r u xαΙ

∈
Λ −| |≤  

2 0
2 0

( )
| ( , )(| | / ) sup | ( ) | .

rx B x
C n x x r u xαΙ

∈
Λ −| ≤  

综上所述, 运算处理后即可得到定理的结论. 
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Hölder Continuity of Solutions for Some Schrödinger  

Equations with , ( )pL μ Ω  Coefficients 

WANG Shi-yuan1, TAO Xiang-xing2* 

( 1.Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China; 

2.Faculty of Science, Zhejiang University of Science & Technology, Hangzhou 310023, China ) 

Abstract: In this paper, we have proved the local Hölder continuity for the weak solutions of some Schrödinger 

equations in the divergence form ( ) 0
i jij x xLu a u b u vu= − + ∇ + = , with the coefficients 2| | ,b v  belonging to 

, ( )( 2 )pL n p nμ Ω μ− <≤ . Some previous results are extended and refined. 
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