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环上矩阵加权Moore-Penrose逆存在的条件 
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摘要: 讨论了环上元素和矩阵的加权 Moore-Penrose 逆, 得到环上矩阵存在加权 Moore-Penrose

逆的充要条件, 推广了 Patrico 等所给出的有关结果, 获得环上矩阵存在关于 ,M N加权 Moore- 

Penrose逆的一个充要条件. 
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1 预备知识 

近年来, 很多学者对广义逆和加权广义逆进

行了广泛的研究, 1992年 Prasad等[1]讨论了一般矩

阵的广义Moore-Penrose逆. 2004年 Patrico等[2]给

出了在环上矩阵存在Moore-Penrose逆的一个充要

条件. 2005年岑建苗[3]得到了环上矩阵广义Moore- 

Penrose 逆存在的条件. 2007 年盛兴平等[4]讨论了

环上元素加权 Moore-Penrose 逆的有关结果. 作者

主要是把文献[2]中的部分结果推广到环上矩阵加

权 Moore-Penrose 逆的情况. 设 R是包含单位元1

的环, ( )Mat R 表示环 R上所有有限矩阵构成的集

合, ( )mM R 和 ( )m nM R× 分别表示环 R上所有m m×

矩阵和m n× 矩阵组成的集合. 设 ∗是 R上的对合

反自构关系, 则∗在 ( )Mat R 上可诱导 1个对合反自

同构关系, 即有 ( )A A∗ ∗ = , ( )AB ∗ = ,B A∗ ∗ ( )A B ∗+ =  

A B∗ ∗+ , 其中 A , B满足矩阵相应的运算, A B∀ , ∈ 

( )Mat R .  

定义 1  设 ,a R∈  如果存在 ,u R∈  使得 2a u= , 

那么称 a是可开方的, 并记 1 2u a /= .  

定义 2[5]  设 R是具有对合反自同构且含有单

位元1的环, α , β 是 R上的 2 个可开方的可逆元.

对 ,a R∈  存在 ,b R∈  使 ,aba a= ,bab b= ( )abα ∗=  

,abα  ( )ba baβ β∗ = , 称 b为 a的关于 ,α β 的加权

Moore-Penrose逆. 若 a的加权Moore-Penrose逆存

在, 则唯一.  

定义 3[4]  设 ( )m nA M R×∈ , 且 ( ),mM M R∈  

( )nN M R∈ 分别是可以开方的可逆矩阵 , 对于

( )m nA M R×∈ , 存在 ( )n mB M R×∈ , 使得 ABA A= , 

BAB B= , ( )MAB MAB∗ = , ( )NBA NBA∗ = , 称矩

阵 B是矩阵 A关于M , N的加权 Moore-Penrose

逆. 若 A的加权Moore-Penrose逆存在, 则唯一.  

定义 4  令 X , Y 分别具有对合关系 , τ 的

环, 我们称 X Yφ : 是 , τ 不变同态的充要条件

是φ是环同态, 且 ( ) ( ( ))x x τφ φ= , x X∀ ∈ . 如果 , 

τ 相同时, 则把 , τ 不变同态称为τ 不变, 也称φ

与τ 可以交换. 映射 : ( )A MN m MNAA M R AAϕ + +
MNA+  

( )n MNAM R A A+ 有 ( ) ,A MN MN MNAA XAA A XAϕ + + +=  X∀ ∈  
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( ),mM R  若映射 Aϕ 是 ∗−不变 , 即 ( )MNA X A∗ + ∗ =  

MNA XA+ 时, 则称矩阵 A是∗−不变.  

2 加权Moore-Penrose广义逆的推广 

引理 1  设 R是含单位元 1的环, a , b是环 R  

上分别具有加权 Moore-Penrose 广义逆 aαβ
+ , bαβ

+ . 

若 1 0a b bα αβ∗ − ∗= = , 且 ,α α∗= β β∗= , 则 ( )a b αβ
++ =  

.a bαβ αβ
+ ++   

证明  由 1 0a b bα αβ∗ − ∗= = 可知: 
1( )ab ab bb a b b bαβ αβ αβ αβ αββ β+ + + − + += = =  

1 1( ) ( ) 0a b b b a b b bαβ αβ αβ αββ β β β− + ∗ + − ∗ + ∗ += = ,  
1( )a b a aa b a aa bαβ αβ αβ αβ αβα α+ + + + − += = =  

 1 1( ) ( )a aa b a a a bαβ αβ αβ αβα α α α+ − + ∗ + − + ∗ ∗ ∗= =  
1( ) 0.a a a bαβ αβα α+ − + ∗ ∗ =  

由 1 0a b a bα α∗ − ∗= = , 且 ,α α∗ =  β β∗ = 可知: 
1 0b a b aα β∗ − ∗= = , 与前面同理可证, 0ba b aαβ αβ

+ += = , 

( )( )( )a b a b a bαβ αβ
+ +⇒ + + + =  

 ,aa a bb b a bαβ αβ
+ ++ = +   

( )( )( )a b a b a bαβ αβ αβ αβ
+ + + ++ + + =  

,a aa b bb a bαβ αβ αβ αβ αβ αβ
+ + + + + ++ = +  

( ( )( )) ( )a b a b aa bbαβ αβ αβ αβα α α+ + ∗ + + ∗+ + = + =  

( ) ( )aa bbαβ αβα α+ ∗ + ∗+ =   

( )( ),aa bb a b a bαβ αβ αβ αβα α α+ + + ++ = + +  

( ( )( )) ( )a b a b a a b bαβ αβ αβ αββ β β+ + ∗ + + ∗+ + = + =  

( ) ( ) ( )( ),a a b b a b a bαβ αβ αβ αββ β β+ ∗ + ∗ + ++ = + +   

所以 ( )a b a bαβ αβ αβ
+ + ++ = + .  

定理 1  R 是含单位元 1 的环, 且 e R∈ 有
2e e e∗= = , 而α , β 是 R上的可开方的可逆元且

α β∗ = , β β∗ = , 则 1 2 1 2f exeα β− / /= 存在关于α , 

β 加权 Moore-Penrose 逆: 1 2 1 2 1 2f e hαβ αββ β α+ − / / + − /= ⋅  
1 2eα / 的充要条件是 1 2 1 2 1 2 1 2(1 )h exe eα β α β− / / − / /= + − =  

f g+ 存在关于 ,α β 加权Moore-Penrose逆 hαβ
+ , 且

h f gαβ αβ αβ
+ + += + .  

证明  (i) ( )⇒ 若 fαβ
+ 存在, 且α , β 是 R上

的可开方的可逆元 , 则 1 2 ,α / 1 2β / 的可逆元 1 2 ,α− /  

1 2β − / 也存在, 容易验证 gαβ
+ 也存在.  

1 2 1 2 1 2 1 2( ) (1 )f g exe eα β α αα β∗ / ∗ − / / /= − =   
1 2 1 2( ) (1 )exe eβ β/ ∗ /− =

 1 2 1 2( ( )) 0.exe e exeβ β/ ∗ /− =  
1 1 2 1 2(1 ) 0.f g exe eβ α α− ∗ − / − /= − =  

由引理 1可知 h f gαβ αβ αβ
+ + += + .  

(ii) ( )⇐ 若 hαβ
+ 存在 , 现令 1 2 1 2H e hαββ β− / / += ⋅  

1 2 1 2eα α− / / , 由 hh h hαβ
+ = 可知: 

1 2 1 2 1 2 1 2( 1 ) ( 1 )exe e h exe eαβα β α β− / / + − / /+ − + − =  
1 2 1 2( 1 )exe eα β− / /+ − ⇒  

1 2 1 2( 1 ) ( 1 )exe e h exe eαββ α/ + − /+ − + − =

 1 .exe e+ −  

左右两边乘以 e , 则  
1 2 1 2 2 1 2 1 2exe h exe exe h exe exeαβ αββ α β α/ + − / / + − /= = ⇒   

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 .exe e h e exe exeαββ β β α α α/ − / / + − / / − / =  

再在两边同时分别乘以 1 2α− / , 1 2β / , 可得:  
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2exe e h e exeαβα β β β α α α β− / / − / / + − / / − / / =  

  1 2 1 2exeα β− / / , 即: 

.fHf f=  (1) 
1 2 1 2( ) ( ( 1 ) )hh exe e hαβ αβα αα β+ ∗ − / / + ∗= + − =  

1 2 1 2( 1 )hh exe e hαβ αβα αα β+ − / / += + − ⇒  
1 2 1 2( ( 1 ) )exe e hαβα β/ / + ∗+ − =  

1 2 1 2( 1 )exe e hαβα β/ / ++ − ⇒  
1 2 1 2 1 2( ( 1 ) )exe e hαβα β α/ / + − / ∗+ − =  

1 2( 1 )exe e hαββ / ++ − ⇒  
1 2 1 2(( 1 ) )exe e hαββ α/ + − / ∗+ − =   

1 2 1 2( 1 ) .exe e hαββ α/ + − /+ −  

左右边同时乘以 e , 则 
1 2 1 2 1 2 1 2( )exe h e exe h eαβ αββ α β α/ + − / ∗ / + − /⇒ = ⇒   

1 2 1 2 1 2 1 2( )exe e h eαββ β β α/ − / / + − / ∗ =  
1 2 1 2 1 2 1 2exe e hαββ β β α/ − / / + − / ⇒  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )exe e h eαβα β β β α α/ / − / / + − / / ∗ =  
1 2 1 2 1 2 1 2exe e hαβα β β β/ / − / / + ⇒  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )exe e h eαβαα β β β α α− / / − / / + − / / ∗ =  
1 2 1 2 1 2 1 2exe e hαβαα β β β− / / − / / + ⇒  

( ) .fH fHα α∗ =  (2) 
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类似可证 

( ) .fH fHβ β∗ =  (3) 

现证 fαβ
+ 存在, 且 .f HfHαβ

+ =  

由(1)式可知:  

( ) ,f HfH f fHf f= = ( ) ( ) .HfH f HfH HfH=  

由(2)式可知:  

( ) ( ) ( ).fHfH fH fH f HfHα α α α∗ ∗= = =  

由(3)式可知: 

( ) ( ) .HfHf Hf HfH fβ β β∗ = =  

所以 fαβ
+ 存在, 且 .f HfHαβ

+ =  

容易验证 
1 2 1 2(1 ) ,g eαβ β β+ − / /= − 1 2 1 2 1 2 1 2e g eαββ β α α− / / + − / / =

1 2 1 2( (1 )) 0e eβ α− / /− = , 由(1)式知, h f gαβ αβ αβ
+ + += + , 

即  
1 2 1 2 1 2 1 2H e h eαββ β α α− / / + − / /= =   
1 2 1 2 1 2 1 2( )e f g eαβ αββ β α α− / / + + − / /+ =   
1 2 1 2 1 2 1 2 ,e f eαββ β α α− / / + − / /  

所以 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2f HfH e f e e exeαβ αββ β α β+ − / / + − / / − / /= = ⋅

  1 2 1 2 1 2 1 2e f exeβ β αβ β− / / − / / =  
1 2 1 2 1 2 1 2e f ff exeαβ αββ β α α− / / + + − / / =   
1 2 1 2 1 2 1 2e f exe Hαββ β α α− / / + − / / = .  

定理 2  设定 R是包含有单位元 1 的环, A∈  

( )m nM R× , 且 ( )mM M R∈ , ( )nN M R∈ 分别是可开

方的可逆矩阵. 若 MNA+ 存在, ( ) ,MN MNA A AA+ ∗ ∗ += 且 A

具有∗−不变. 令 1 2 1 2( )MN MNP M AA BAA N− / + + /= , Q =  
1 2 1 2( ) ,m MNM I AA N− / + /− 1 2 1 2 1 2( ) , .MNR N A BA M S N− / + / /= =  

1 2 1 2( ) ,n MNS N I AA M/ + − /= − 其中 ,P QΓ = + ,R SΩ = +  

则Γ 存在关于 ,M N加权Moore-Penrose逆 MNΓ + 的

充要条件是Ω 存在关于 ,N M 加权 Moore-Penrose 

逆 NMΩ+ .  

证明   (i) ( )⇒ 若 MNΓ + 存在时 , 则 NMP+ 存在 , 

且容易验证 MNQ+ , NMS + 存在.  

由引理 1可知, 若 MNP+ 存在, 则 

.MN MN MNP QΓ + + += +
1 2 1 2 1 2

MN MN MN MN MNPP P M AA BAA N P M AA+ − / + + / + − / += ⋅  

 1 2 1 2 1 2
MN MN MNBAA N M AA BAA N P+ / − / + + /= = ⇒  

1 2 1 2
MN MN MN MN MNAA BAA N P M AA BAA+ + / + − / + + =

 .MN MNAA BAA+ +  

左右两边分别乘以 ,A MNA+ , 可得: 
1 2 1 2 .MN MN MN MN MNA BAA N P M AA BA A BA+ + / + − / + +=  

左右两边分别乘以 1 2 ,N − / 1 2 ,M / 可得: 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

MN MN MNN A BAM M A N P M AN− / + / − / + / + − / / ⋅

  1 2 1 2 1 2 1 2 .MN MNN A BAM N A BAM− / + / − / + /=  

现令 1 2 1 2 1 2 1 2 ,MN MNH M A N P M AN− / + / + − / /=  

RHR R⇒ = . (4) 

类似可证 

.HRH H=  (5) 
1 2 1 2( ) ( )MN MN MN MNMPP MM AA BAA N P+ ∗ − / + + / + ∗= =

  1 2 1 2
MN MN MNM AA BAA N P/ + + / + ,  

⇒ 1 2 1 2( )MN MN MNAA BAA N P M+ + / + − / ∗ =   

 1 2 1 2.MN MN MNAA BAA N P M+ + / + − /  

左边乘以 A∗ , 且由 ( )MN MNA A AA+ ∗ ∗ += ,  

⇒ 1 2 1 2( )MN MN MNAA BAA N P M A+ + / + − / ∗ =  
1 2 1 2

MN MN MNA AA BAA N P M∗ + + / + − / =  
1 2 1 2( ) .MN MN MNA A A BAA N P M∗ + ∗ ∗ + / + − /  

由 A的∗−不变性质, 可知: 

( )MN MNA B A A BA∗ + ∗ += ,  

⇒ 1 2 1 2( )MN MN MNAA BAA N P M A+ + / + − / ∗ =   
1 2 1 2( )MN MN MNA A A BAA N P M∗ + ∗ ∗ + / + − / =  

1 2 1 2( )MN MNA B A A N P M∗ + ∗ ∗ / + − / =  
1 2 1 2.MN MNA BAA N P M+ ∗ / + − /  

右边乘以 ( )MNA+ ∗ , 可得: 
1 2 1 2( )MN MN MN MNA AA BAA N P M A+ + + / + − / ∗ =  

1 2 1 2( )MN MN MN MNA AA BAA N P M A+ + + / + − / ∗ =  
1 2 1 2( ) ( )MN MN MNA B A A N P M A∗ + ∗ ∗ / + − / + ∗ =  

 1 2 1 2 ( ) .MN MN MNA BAA N P M A+ ∗ / + − / + ∗  

由 A的∗−不变性质, 可知: 
1 2 1 2 ( )MN MNA N P M A∗ / + − / + ∗ =   

1 2 1 2 ,MN MNA N P M A+ / + − /  

⇒ 1 2 1 2( )MN MN MNA BAA N P M A+ + / + − / ∗ =   

 1 2 1 2 .MN MN MNA BAA N P M A+ + / + − /  
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两边同时乘以 1 2N / , 得: 
1 2 1 2 1 2 1 2( )MN MN MNNN A BAA N P M AN− / + + / + − / / ∗ =  

1 2 1 2 1 2 1 2
MN MN MNNN A BAA N P M AN− / + + / + − / / =   

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( MN MN MNNN A BAM M A N P M− / + − / / + / + − / ⋅

 1 2 1 2 1 2 1 2) ( MN MNAN NN A BAM M A/ ∗ − / + − / / += ⋅

 1 2 1 2 1 2 ,MNN P M AN/ + − / /  

⇒ ( ) .NRH NRH∗ =  (6) 

类似可证 

( ) .MHR MHR∗ =  (7) 

由(4)~(7)式可知, NMR+ 存在, 且 NMR H+ = =   
1 2 1 2 1 2 1 2.MNM A N P M AN− / + / + − / /  由(1)式可得:  

,NM NM NMR SΩ+ + += +  即
1 2 1 2 1 2 1 2

NM MN NMM AN P M AN SΩ+ − / / + − / / += + . 

容易验证⇒ 1 2 1 2 1 2 1 2 0MNM AN Q M AN− / / + − / / = , 则 
1 2 1 2 1 2 1 2

MNM AN M ANΓ− / / + − / / =  
1 2 1 2 1 2 1 2( )MN MNM AN P Q M AN− / / + + − / /+ =  
1 2 1 2 1 2 1 2

MN NMM AN P M AN R− / / + − / / += . 

所以 1 2 1 2 1 2 1 2
NM MN NMM AN M AN SΩ Γ+ − / / + − / / += + .  

(ii) ( )⇐ 若 NMΩ+ 存在, 则 NMR+ 存在. 由(i)逐步

可推得 NMΓ + 存在.  
1 2 1 2 1 2 1 2

MN MN MNN AM R N AM QΓ + − / / + − / / += + =   
1 2 1 2 1 2 1 2

MN MNN AM N AM Q− / / + − / / +Ω + .  
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On Existence of Weighted Generalized Moore-Penrose Inverse of Matrix over Ring 
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Abstract: The weighted Moore-Penrose ineverse of the elements and matrix over ring is discussed, and a 

necessary and sufficient condition is derived for existence of the weighted Moore-Penrose inverse. The research 

generalizes the related result which Patrico, et al have previously given.  
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