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代中国与希腊乐律计算起源的比较研究 =�自公元前5~6世纪以来，世界多个文明圈的数学家和音乐家，都试图厘清音
乐声音的本质，并运用数学方法来解决与音乐分析相关的理论问题。使得音乐与数学之间，呈现出一种密切的关联
性。其中最典型的是古代中国和希腊。 本文经过分析和比较，证明古代中国与希腊运用数学方法进行乐律计算，经历
了不同的路径，虽然方法不同，但结果却是类似的。 在远古时期，无论东方或西方，声学的大部分内容是与音乐学
密切相关的。 音乐与数学的联系，主要体现在理论音乐学的律学当中。 律学是从发声体的振动规律出发，研究乐音
的数理关系。�对音乐声音本质的理解 物理涵义人的感觉 �人的感觉的科学化 问题的提出 幻灯片 9�古代中国制律的
动机�中国古代乐律计算的起源��最早运用三分损益法计算五声音阶的记载 《管子·地员篇》（公元前480年~前422
年）说：“凡将起五音：先主一而三，四开以合九九，以是生黄钟小素之首，以成宫；三分而益之以一，为百有八，
为徵；不无有三分去其乘，适足以是生商；有三分而复于其所，是以生羽；有三分而去其乘，是以生角。” “先主一
而三之”中说到的“主一”，在数学上，应是计数由一开始，在律学上，应包含两种意思：（1）用长度比表示五音
时，凡五音之首，无论是何种律的音，取一作为其长度比；（2）求首音的律数时，也是以一为主，不过1 × 3=3，就
是用“三”为制律之本。这与上面提到的“纪之以三”正好契合。 “四开以合九九”，“开”为“条陈”，则计算
此数的程序如下： 3×3× 3× 3=(3× 3) × (3× 3)=9×9=81 “三分而益之以一”，即( 1+1/3)=4/3=2×2/3 列成
算式，则为： 1 × 3=3 3 × 3 × 3 × 3=(3 × 3) ×(3 × 3)=9 × 9=81··宫 81 ×(1+1/3)=81 ×(2 × 2/3)
=108·····················徵 108 × 2/3=72····················
································商 72 ×(2 × 2/3)=96·········
····································羽 96 × 2/3=64········
··············································角X�三分损
益法计算五音关键在于找到了两个相生因子:2/3与4/3.除了1/1,1/2之外，这两个相生因子在数学上是最简单的。 乘
2/3,是三分损一，乘4/3,是三分益一。 三分损一后的弦长变短，音比其前的弦音高纯五度(3:2);三分益一后的弦长变
长，音比其前的弦音低纯四度(4:3). 在音感上，由它们产生的纯四度(4:3)和纯五度(3:2)又是完全协和音程(1:1,1:2
为绝对协和)。 由三分损益法产生的五声音阶的任一调式只有大全音(9:8)和五度律小三度(256:243)两种音程，其音
阶结构甚为简单。这些就是三分损益法的优点，也是它在历代被沿用的原因。 因此我们有理由说：在人们探索自然现
象的历史中，三分损益法是科学史上将自然现象总结为数学规律的最早、最成功的尝试。 最早用三分损益法对十二
律作出完整计算的文字，记载于秦吕不韦主编的《吕氏春秋·季夏纪·音律》说：“黄钟生林种，林钟生太簇……,无
射生仲吕。三分所生，益之一分以上生；三分所生，去其一分以下生。黄钟、大吕、太簇、夹钟、姑洗、仲吕、蕤宾
为上，林钟、夷则、南吕、无射、应钟为下。” 这段文字对十二律相生的计算，未载明律数（各律长度比例数），也
未记出律长（各律真实长度），但它明确指出用三分损益法计算十二律的相生因子及相生方向（确定相对音高的方
法）。 《淮南子·卷三·天文训》中也提到了用三分损益法生十二律的方法： “以三参物，三三如九，故黄钟之
律九寸而宫音调。因而九之，九九八十一，故黄钟之数立焉。十二各以三成，故置一而‘一十一’三之，为积分十七
万七千一百四十七，黄钟之大数立焉，凡十二律。黄钟为宫，太簇为商，姑洗为角，林钟为徵，南吕为羽。物以三
成，音以五立，三与五如八；律之初生，写凤之鸣，故音以八生。黄钟为宫，其数八十一，下生林钟；林钟五十
四……仲吕之数六十，极不生。下生者倍以三除之，上生者四以三除之。”� 6�黄钟律数取 ,计算十二律过程中律数
出现分数值，不能完全取整，淮南子的做法是去除分数部分，只保留整数值。 前面，管子以 =81为宫，得出五音之数
的整数值。 黄钟律数确定之后，依三分损益法生其余十一律时，通过11次连乘相生因子2/3,4/3后，分式部分的最大
分母为 =177147,故淮南子取黄钟大数 =177147,这样十二律各律数就全是整数了，从而提高了十二律计算的精确性。 
《史记·律书》中记载的“生钟分”是取黄钟律数为1,按三分损益法而得其余的十一律的比例数。“生钟分”概念的
介入，为黄钟大数的取值提供了计算上的直观解释。177147这个律数，被汉代以及其后的律学家采用，又称其为“黄
钟之实”。 g依据黄钟大数的取值以及生钟分的概念，现拟将《吕氏春秋·季夏纪·音律》中关于十二律相生的记
述，计算如下：w�仲吕“极不生” 与“返宫” 依上文所述，当生至仲吕时，若将仲吕向下生一次，得清黄钟数:60 
× 2/3=40,照理，清黄钟与黄钟成八度倍半关系，其数应为40.5;若将仲吕律再上生一次，得黄钟律数:60 × 4/3=80,
也不能回到黄钟之数81,计算结果出现了误差，即不能解决黄钟八度还原问题，即“返宫”问题。 从汉代开始，许多
律学家为解决“返宫”问题做了大量努力，它成为推动中国历代乐律学发展的一个内在动因。  小结 �关于古希腊制
律的动机和计算€ �  最早发现乐音协和的数字比与调和序列 “毕达哥拉斯被认为是发现了彼此和谐的声音的数字
比。” 毕达哥拉斯发现如果两个紧张程度（张力）相同的弦，长度比为简单的整数比时，如1/2,2/3,1,弹奏出来的就
是和谐悦耳的乐音。这样乐音协和的问题被引入到他 “数是万物本原”的模型之中，在对这些简单整数比的进一步研
究后，发现它们的倒数分别为2,3/2,1构成等差数列，而能够产生这种规律的数列被称为“调和序列”。 5� 四列十全
(Tetraktys)与音程关系的确定 根据“简单整数比”的原理，毕达哥拉斯学派创建了一套音乐理论。1,2,3,4这头四个
自然数，其和为10,构成边为四点，每列分别为一、二、三、四点的三角形，称为四列十全（Tetraktys）。按
4:3,3:2,2:1的比构成几个主要的音调，这些音程关系是古希腊音体系的基础，并被视为“永存的世界之源” 。 
四列十全的再现 音乐是一种数的和谐关系，那么，就可以用6,8,9,12这几个数来再现四列十全。张一根弦的弦音计用
弦音计把弦分为12等分。分别拨动其中由6,8,9和12这几个数字构成的那段弦，就能使他们奏出声响。八度、五度、四
度音程便以2:1,3:2和4:3的数字比例关系排列。四列十全的八度划分就是算术中数论和调和中数论的一种表现:9是12
与6之间的“算术中数”，即,12-9=9-6;8是12与6之间的“调和中数”，亦即(12-8)-(8-6)=12:6.每4个数就组成
12:9=8:6这样的比例。在算术中数与调和中数的结合中，该比例称作“黄金比”。 音乐与数学的内在作用极大的影
响了毕达哥拉斯和柏拉图的音乐结构。七声音阶模式以不断的分割四列十全音程为基础，在两个四度中，各自从上至
下两次测出9:8这样的大二度： (9:8)·(9:8)·(256:243)=4:3 幻灯片 27,结论 古代中国与古希腊乐律计算起源之路
径比较幻灯片 29 谢谢大家！ ��� 已用的字体����演示文稿设计模板����嵌入 OLE 服务器��� 幻灯片标题��
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