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LES 与 DNS 粒子轨迹的 Lyapunov 指数的比较 1）

郭力*，晋国栋*，李栋*，张星*，何国威*

*（中国科学院力学研究所非线性力学国家重点实验室，北京海淀区 100190）

摘要 本文根据 LES、DNS 和滤波以后的 DNS 的各向均匀同性湍流场计算了粒子运动的 6 个

Lyapunov 指数，用以考察 LES 与 DNS 粒子轨迹的差别。当粒子的惯性较大时（St>1）三种结果得

到的 Lyapunov 指数相近。当粒子惯性较小时（St<1）三种结果得到的指数各不相同，其中差别最大

的点在 St 约为 0.5 的区域。对于 St 数属于 0.1 到 2.0 范围内的所有情况，DNS 的第一个 Lyapunov 指

数最大，滤波以后的 DNS 的第一 Lyapunov 指数（约为 0.11）小于 DNS（约为 0.12），但是大于

LES（约为 0.1）。前三个 Lyapunov 指数之和反映了小于 Kolmogorov 尺度上物理空间体积随时间的

变化率。当三者之和小于零时粒子的轨迹收缩到一个点，如果定义前三个 Lyapunov 指数之和从小

于零转变到大于零的 St 数为临界 St 数，则 DNS 的临界 St 数最小，其次是滤波以后 DNS 的 St 数，

最后是 LES 的 St 数。Kaplan-Yorke 维数大于 3 时表示粒子运动不再是分形的。在 St<1.5 时 DNS、

滤波以后的 DNS 和 LES 得到的 Kaplan-Yorke 维数均小于 3，也就是粒子运动是分形的。从分形转

化为不分形的临界 St 数，DNS 最小，滤波的 DNS 次之，LES 最大。
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引 言

携带粒子的湍流在自然界和工业中是重要

的现象。在自然界中，雨滴的形成与空气中携

带的小水滴有关；沙尘暴是空气中携带的沙尘

微粒，随大气运动引起。为了使颗粒充分混合

工业中使用的流化床是流动携带粒子的流动。

这些流动的雷诺数高，流动为湍流流动。

采用数值模拟湍流携带粒子的流动可以得

到每一点详细的流场速度和压力分布。真实流

动的雷诺数很高，在计算量允许的范围内采用

大涡模拟（LES）可以尽可能提高计算的雷诺

数。LES 可以解析湍流流动中的大尺度流动，

无法解析网格尺度以下的小尺度流动。LES 通

过亚格子应力模型（SGS）反应小尺度对大尺

度的作用。采用 LES 计算携带粒子的湍流时缺

少了小尺度对粒子的作用，这会引起 LES 低估

了粒子动能[1]。LES 对两个粒子之间距离变化

的预测怎样？本文采用湍流中粒子的 Lyapunov
指数描述两个粒子在湍流中距离随时间的变

化。粒子的 Lyapunov 指数反映了湍流中两个

粒子之间的距离对初始分离距离的敏感性。如

果 Lyapunov 指数为正则两个粒子所产生的轨

迹，在相空间（粒子速度和位置）随着时间的

推移按指数方式分离，如果 Lyapunov 指数为

负则两个相互靠近。在 St 数在 0~2的范围内，

湍流携带的粒子的 Lyapunov 指数有两个正

值，4 个负值[2]。本文以各项均匀同性湍流为

例，比较了 LES 与 DNS 结果得到的粒子轨迹

的 Lyapunov 指数。

第一部分介绍了采用 DNS 与 LES 计算湍

流携带粒子流动的算法参数设置，以及计算

Lyapunov 指数的方法。第二部分比较了 DNS
与 LES 得到的 Lyapunov 指数的区别。最后是

结论。

1 数值方法

1.1 携带粒子湍流的 DNS 与 LES

本文采用 DNS 与 LES分别计算了不可压

缩各项均匀通行湍流。为了保持湍流稳定不衰

减，对湍流采用外激力。其控制方程为：
1 2

,Re
j i j jt i j x i x x x i iu u u p u f        ,

0
ix iu  。

其中 if 是为了保证湍流定常加入的外激力。计

算中基于 Taylor微尺度的雷诺数为：

Re 100  。空间采用 Fourier 变换格式离散，

空间三个方向采用周期性边界条件。非线性项

采用显式 4 阶 Adams-Bashforth 格式推进，粘

性项采用隐式 4 阶 Adams-Bashforth 格式推进

[3]。LES 的 SGS 模型为动态 Smagorinsky 模



型。DNS 采用
3256 的网计算，LES 采用

364 进

行计算。为了考察大尺度运动对粒子的影响，

而不受到 SGS 模型的影响，我们对 DNS 数据

进行滤波，得到了滤波以后的粒子轨迹。滤波

尺度与 LES 解析尺度相同，保留了
364 网格上

的流场信息。

计算湍流场中的粒子时采用点粒子模型。

粒子体积很小简化为质点，只考虑湍流对粒子

的作用，而忽略粒子对湍流的作用以及粒子之

间的相互碰撞等。描述点粒子运动的方程为：

i ix v ，   1 ,i i iv St v u t t     x 。

图 1.1. DNS 与 LES 湍流能谱的比较。

其中 ix 为粒子的位置， iv 为粒子的速度， St
数为流动特征时间 t 与粒子特征时间

 2
02 / 9s r   之间的比值 /sSt t 。当

粒子不在计算的网格点上的时候采用 6 阶

Lagrange多项式进行插值得到粒子所在位置处

的流场速度。在湍流场达到定常状态以后，我

们在湍流场中加入 400000 粒子，粒子的 St 数
范围为 0.1~2.0。

图 1.2. St=1.0 时粒子在湍流场中分布[4]。

1.2 计算 Lyapunov 指数

Lyapunov指数通过在切空间向量的伸长定

义。设     1 0 , , 0Nw w 是一组相互正交的

基向量。将第 j 基向量

    1 , , Nj t j t w w 代入到粒子的

Lyapunov 指数的演化方程中，
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得到下一时刻的向量

      1 1 , , 1Nj t j t   w w 。通过

Gram-Schmidt正交化过程得到正交的基向量与

第 l维向量的伸长率 l 。

                  
1

1 1

1

/
l

j j j j j j
l l l l i l

i

w w w j t w j t w t 


 



 
     
 

 。

              
1 22 2

1 1

1

l
j j j j

l l l l
i

w j t w j t w j t


 



          。

最后得到 Lyapunov 指数为：
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在粒子演化到平衡状态之后开始统计 Lypunov

指数。统计的时间步长为 0.266 个粘性时间。

2 比较 Lyapunov 指数与分形维数

第一个 Lyapunov 指数反映了系统的混沌

程度。对于 St 数属于 0.1到 2.0 范围内的所有

情况，DNS 的第一个 Lyapunov 指数最大，滤

波以后的 DNS 的第一个 Lyapunov指数小于

DNS 的情况，但是大于 LES。这是由于滤波以

后的 DNS 数据与 LES 数据缺少小尺度的信

息，从而减少了粒子运动的混沌性。滤波以后

的 DNS 数据比 LES 数据的混沌性高是由于

LES的 SGS 模型加入了额外粘性，从而减少了

大尺度流动的混沌特性。



图2.1. 第一个Lyapunov指数，第一个Lyapunov指数反

映了系统的混沌程度。方形表示DNS数据，三角表示滤

波以后DNS数据，圆形表示LES数据。

图 2.2. 前三个 Lyapunov 指数，这三个指数在 St=0.5

时相差最少。方形表示 DNS 数据，三角表示滤波以后

DNS 数据，圆形表示 LES 数据。

前三个 Lyapunov 指数之和 1 2 3     
反映了小于 Kolmogorov 尺度上粒子之间的距

离随时间的变化率。当小于零时，粒子的轨

迹收缩到一个点。与 St 数相关。当 St 接近

于 0 时 0  。随着 St 数的增大，指数之和先

减小，小于零，再增大大于零。定义从小于

零转变到大于零的 St 数为临界 St 数。在 St 数
小于临界 St 数时粘性尺度以内的粒子相互聚

集。在 St 数大于临界 St 数时粘性尺度以内的

粒子相互分离。DNS 的临界 St 数最小，其次

是滤波以后 DNS 的 St 数，最后是 LES 的 St
数。这表明，在小于临界 St 数的时候，LES 低

估了聚集速度；而在大于临界 St 数的时候 LES
又低估了分离速度。

图 2.3. 前三个 Lyapunov 指数之和

1 2 3      ，反映了小于 Kolmogorov 尺度

上物理空间体积随时间的变化率。当三者之和小于零

时粒子的轨迹收缩到一个点。带方形的实线表示 DNS

数据，带三角的虚线表示滤波以后 DNS 数据，带圆形

的点划线表示 LES 数据。

我们用 Kaplan-Yorke 维数表示粒子运动的

分型特征。当 Kaplan-Yorke 维数大于 3 时表示

粒子运动不再是分形的。在 St<1.5 时 DNS、滤

波以后的 DNS 和 LES 得到的 Kaplan-Yorke 维
数均小于 3，也就是粒子运动是分形的。从分

形转化为不分形的临界 St 数，DNS 最小，滤

波的 DNS 次之，LES 最大。

图 2.4. 为 Kaplan-Yorke 维数
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 大于零的最大整数），当

Kaplan-Yorke 维数大于 3 时表示粒子运动不再是分形

的。带方形的实线表示 DNS 数据，带三角的虚线表示

滤波以后 DNS 数据，带圆形的点划线表示 LES 数据。



3 结 论

综上所述，LES 在粒子聚集的时候低估了

粒子的聚集速度，同时在粒子分离的时候低估

了分离速度。这是由于 LES 缺少小尺度的流动

引起的。我们下一步的工作是加入 LES 小尺度

的随机模型，改进对粒子聚集的预测。
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Comparing Lyapunov exponents of particle paths in particle laden turbulence using
LES and DNS

GUO Li1, GUOWEI HE1, XING ZHANG1, GUODONG JIN1, DONG LI1

(1 State Key Laboratory of Nonlinear Mechanics, Institute of Mechanics, C A S, No.15 Beisihuanxi Road, Beijing 100190, China)

Abstract In this work, we calculated Lyapunov exponents of particle paths in particle laden turbulence. We

compared the results from DNS, filtered DNS and LES. The Strouhal number is between 0.1 and 2.0 in our

calculation. When density of particles is larger than that of fluids (St>1), the exponents from the 3 kinds of

calculation is almost the same. While the density of particles is smaller than that of fluids (St<1), the exponents

are different. The most obvious difference happens at around St=0.5. The first Lyapunov exponent measures the

chaotic properties of the system. The larger it is, the more chaotic the system is. The comparison of the

exponents tells us the particle trajectories from DNS are the most chaotic ones, while the ones from LES are the

least. The filtered DNS is between them. Summation of the first 3 parameters reflects the expansion of the

distance between two particles while it is positive. The distance is shrinking while the summation is negative.

Particle trajectories diverging from each other the most rapidly in DNS compared with filtered DNS and LES

when St is larger than 1.5. And DNS also has the most rapidly converging rate when St < 1.5. LES has the most

slowly separation and converging rate. Filtered DNS has something in between. We also calculated the Kaplan-

Yorke dimension which is indicates the trajectories are manifolds when it is less than 3. The Kaplan-Yorke

number has the same trends as the summation of the first 3 Lyapunov exponents.

Key words particle laden turbulence, LES, Lyapunov exponents


