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基于 ＧＴＰ单纯剖分的地下实体拓扑关系
形式化描述方法

邓念东，侯恩科

（西安科技大学 地质与环境工程系，陕西 西安　７１００５４）

摘　要：以点集拓扑学为基础，用集合对单纯形和单纯复形进行了形式化描述；讨论了 ＧＴＰ模
型进行单纯剖分的必要性和形式描述的完备性，在给出确定 ＧＴＰ模型顶点编号方法的基础上，
对ＧＴＰ模型进行单纯剖分和形式化描述；利用代数运算和集合运算相结合的方法计算出 ＧＴＰ模
型内部和边界及相互之间的交集，运用维度扩展法判断交集的维数，并定义了一个拓扑关系集合
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ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｅｘｔｅｎｄｅｄ．Ｗｉｔｈｏｂｊｅｃｔｏｒｉｅｎｔｅｄｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｒｅｌａｔｉｏｎｓｗｅｒｅｄｅｆｉｎｅｄｆｏｒｔｈｅｇｅｏｅｎｔｉｔｙ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ＧＴＰ；ｓｉｍｐｌｉｃｉａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ；ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｒｅｌａｔｉｏｎｓ；ｆｏｒｍａｌｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ

　　三维空间对象间存在多种关系，如度量关系、顺序关系、拓扑关系等，其中最为重要的是拓扑关系，
它表达了空间对象之间固定的，不随拓扑变换 （如旋转、缩放和转换等）变化的性质，在空间数据组织、

空间分析、空间查询、空间推理和空间一致性检验等方面都有重要应用［１］．
广义三棱柱 （ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＴｒｉ－Ｐｒｉｓｍ，ＧＴＰ）模型是针对地质钻孔偏斜而提出的一种真３Ｄ地质建模体

元模型．吴立新等提出ＧＴＰ构模方法，并建立了６类几何元素的拓扑关系［２］；为了表达三维空间实体及

其之间的拓扑关系，需要研究和发展三维空间实体及其之间拓扑关系的语义描述和形式化表达方法［２］．
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王彦兵等针对ＧＴＰ进行平面剖切会产生空洞的缺陷，引入四面体对ＧＴＰ模型进行扩展［３］，但没有论证空

间剖分的紧致性和完备性，且缺少对ＧＴＰ和三维实体的形式化描述以及进行拓扑关系描述．三维实体及
其间拓扑关系的语义描述和形式化描述是三维ＧＩＳ空间数据建模的重要理论基础．笔者在前人研究的基础
上，以拓扑学理论为指导，基于ＧＴＰ模型的单纯剖分对其进行形式化描述和拓扑关系描述．

１　单纯复形的形式化描述

１１　单纯形的形式化表达［４］

ｋ－单纯形是一个凸ｋ－面体．对三维欧氏空间而言，可表达全集信息［４］为

Ｓ３ ＝∪
３

ｉ＝０
Ｓｉ（·）， （１）

式中，Ｓｉ（·）为ｉ－单纯形构成的集合．
１２　单纯复形的形式化描述［４］

ｎ－单纯形Ｓｎ的边界 （Ｓｎ），由所有组成Ｓｎ的ｎ－１维面组成，其边界
［４］为

Ｓｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝０
（－１）ｉＳｎ－１ｉ ， （２）

其中Ｓｎ－１ｉ ＝＜ｖ０，…，^ｖｉ，…，ｖｎ＞，^ｖｉ表示要被去掉，且
＜ｖ０，…，^ｖｉ，…，ｖｎ ＞＋＜ｖ０，…，^ｖｉ，…，ｖ０ ＞＝０． （３）

　　单纯复形Ｃｎ的边界 （Ｃｎ）是Ｃｎ的所有单纯形Ｓｎ的边界的和，即

Ｃｎ ＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
Ｓｎ． （４）

　　复形Ｃｎ的ｎ－骨架（Ｃ
（ｎ）
ｎ ）是Ｃｎ的维数最大为ｎ的所有Ｃｎ单纯形的并集，即

Ｃ（ｎ）ｎ ＝∪
ｎ

ｉ＝０
Ｓｉ． （５）

　　ｎ－复形Ｃｎ的内部（Ｃ
°
ｎ）是Ｃｎ的ｎ－骨架的所有不属于边界 （Ｃｎ）的面的集合，即

Ｃ°ｎ ＝Ｃ
（ｎ）
ｎ －Ｃｎ． （６）

２　ＧＴＰ的四面体剖分

２１　顶点编码方法
陈学习、车德福等基于 ＱｕａＰＡ编码原理对 ＧＴＰ顶点 ＩＤ进行编码，并提出了一种最小顶点标识法

（ＳＶＤ）引入对角线，实现ＧＴＰ与四面体间的转换［５，６］．他们提出ＧＴＰ的四面体剖分可通过其顶点标识编
码和侧面四边形的对角线连接依次完成．顶点标识编码必须满足２个条件：① 标识号为常数，而且惟一；
② 标识号可以比较大小．其确定编码惟一性和可比较大小的目的是保证ＧＴＰ四面体剖分的惟一性，实际
上只需要保证每一个ＧＴＰ的顶点标识号惟一且可以比较大小即可．如果基于ＱｕａＰＡ编码，在ＧＴＰ模型中
增加新的结点的情况下就需要动态修改数据库的标识号，且计算过程复杂和额外增加大量的存储空间．笔
者考虑所有顶点的空间位置实际隐藏在顶点的坐标信息中，无需新增一个字段去存储标识号．针对某一个

图１　ＧＴＰ剖分为３个四边形
Ｆｉｇ１　ＡＧＴＰｃｏｍｐｏｎｅｎｔｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏｔｈｒｅｅｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎｓ

研究区域进行三维地质建模，为保证一定的精度，其ＧＴＰ的粒度（ｄ），可由ＴＩＮ边和侧边的最大长度的数
量级表征，如０＜ｍａｘ（ｌｅｎ）≤１０ｍ，则 ｄ＝１，１０ｍ＜
ｍａｘ（ｌｅｎ）≤１００ｍ，则 ｄ＝２，依次类推可设定为３
或４，粒度取值区间为 ［１，４］，其值可以在建模时由
建模人员设定，也可以由系统自动计算．基于粒度的
定义，标识号可由顶点的坐标在剖分时动态建立，这

样既可保证标识号惟一又可以比较其大小，并无需存

储在空间数据库中．如图１的 ＧＴＰ（假设粒度为２），

８２５
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可以将顶点 （Ａ，Ｂ，Ｃ，Ａ′，Ｂ′，Ｃ′）分别由其顶点的ｘ，ｙ，ｚ的十位和个位进行位运算即可组合而成．
如Ａ的坐标为（４０７６３５０２３，３８５６７８２５４５，－２７５２６），Ａ点的标识号可以表示为５０２ｄ＋２５ｄ＋

７５＝５０４＋２５２＋７５＝５０２５７５，即ｘ十位和个位右移４位加上ｙ十位和个位右移２，再加上 ｚ十位和个
位．
２２　ＧＴＰ的四面体剖分

设某个拓扑空间同胚于某个欧氏空间内一组很好地拼合起来的有限个单纯形，即如果２个单纯形相
交，它们的公共部分必是一个公共面，则这个拓扑空间是可以单纯剖分的．拓扑空间 Ｘ的一个单纯剖分
由一个单纯复形Ｃｎ与一个同胚ｈ：｜Ｃｎ｜→Ｘ二者共同组成，记作 Ｘ＝ （Ｃｎ，ｈ）．因此，三维实体的单
纯剖分模式不是惟一的，它取决于单纯复形Ｃｎ的选择及剖分同胚ｈ的选择．但是每种模式分解得到的所
有单纯性形都是三维实体的一个完整镶嵌，并且不影响三维实体的拓扑描述［４，７］．为了确定对三维实体的
剖分方式，引入维数的概念．

组合拓扑学定义单纯形Ｓｎ的维数（ｄｉｍ（Ｓ））为一个比其结点数少１的数；单纯复形的维数（ｄｉｍ（Ｃｎ））
为复形Ｃｎ的所有单纯形的维数的最大值．即ｄｉｍ（Ｓ）＝ｎ－１，ｄｉｍ（Ｃｎ）＝ｓｕｐ（ｄｉｍ（Ｓｉ））（Ｓｉ∈Ｃｎ）

［４］．
对三维实体采用与实体相同维数的单纯形对三维实体进行空间剖分，这样任意一个三维实体可以通过

同维单纯复形（０≤ｋ≤３）来描述，其空间扩展及空间关系由一系列的几何元素（即单纯形）所表达，单纯形
间的拓扑性质则揭示出三维实体与其几何元素间的拓扑关系，这为空间数据模型的建立提供了强有力的理

论指导．如果构成单纯复形Ｃｎ的所有极大单纯形的维数相等，称Ｃｎ为纯ｎ－单纯复形．据此，对ＧＴＰ模
型可以使用纯３－单纯复形（四面体）进行单纯剖分．当需要对 ＧＴＰ进行四面体剖分时，通过比较其侧面
四边形的顶点标识号，每一个侧面从具有最小标识号的顶点向其对角连对角线，即可完成剖分操作［５，６］．

如图１所示，以ＧＴＰ侧面对角线为例，说明ＧＴＰ的四面体剖分方法．如果根据２１节 ＧＴＰ顶点编码
方式确定图中ＧＴＰ模型ＡＢＣＣ′Ｂ′Ａ′顶点编码大小顺序：Ａ＜Ａ′＜Ｂ＜Ｂ′＜Ｃ＜Ｃ′，则在３个侧面中，对于
ＡＢＢ′Ａ′侧面Ａ的标识号最小，则从Ａ向其对角线 Ｂ′连线 ＡＢ′．同理可以连接其它两个侧面的对角线 ＡＣ′，
ＢＣ′．根据此编码方式就以惟一的方式将该ＧＴＰ模型剖分为３个四面体 （ＡＡ′Ｂ′Ｃ′，ＡＢＢ′Ｃ′，ＡＢＣＣ′）．对
于任意一个ＧＴＰ模型可以剖分为３个四面体，且ＧＴＰ模型的ＴＩＮ面退化模型是四面体，ＧＴＰ模型的侧边
退化是Ｐｙｒａｍｉｄ模型，而Ｐｙｒａｍｉｄ模型又可以分为２个四面体模型［３，８］．因编码大小隐含于坐标中，不需要
显式编码，则剖分方式和剖分的四面体都不需要显式存储在空间数据库中，这样即保证了剖分的惟一性和

节省存储空间．

３　基于单纯剖分的ＧＴＰ模型形式化描述

由式 （１）可知，ｋ－单纯形 （１≤ｋ≤３）的全集信息表达并不惟一，这是因为单纯形的定向问题，为
了保证单纯形表达的惟一性和简化集合求并运算，除０－单纯形没有方向，作以下规定：

规定１　如果１－单纯形的顶点编号Ｐｉ＜Ｐｊ，则正向表示为ＰｉＰｊ，反向表示为ＰｊＰｉ．
规定２　如果２－单纯形的３个顶点的顶点编号 （Ｐｉ，Ｐｊ，Ｐｍ）中Ｐ最小，则定向为绕正法线 （三角

形的法线指向 ＧＴＰ外部为正）的顺时针方向 （Ｐｉ→Ｐｊ→Ｐｍ→Ｐｉ），正向表示为 ＰｉＰｊＰｍ，反向表示为
ＰｉＰｍＰｊ．

规定３　四面体 （３－单纯形）以顶点编号从小到大的顺序纪录．
根据以上规定．以标准ＧＴＰ模型为例说明ＧＴＰ模型形式化描述的步骤：
（１）计算ＧＴＰ的边界，可以分解为两步，首先将 Ｃ３中 ｋ－单纯形 （０≤ｋ≤２）视为一组 ｋ维向量，

利用代数运算得到每维单纯形几何Ｓｋ（·）的边界；然后得到单纯复形的边界，根据式 （３）可表示为

Ｃ３ ＝∪
２

ｉ＝０
（∑Ｓｊｉ（·））＝∑Ｓ０＋∑Ｓ１＋∑Ｓ２． （７）

　　由式 （２）可知，公共面在集合运算时会相互抵消，如图１中四面体 ＡＡ′Ｂ′Ｃ′和 ＡＢＢ′Ｃ的公共面分别

９２５
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表示为ＡＣ′Ｂ′和ＡＢ′Ｃ′，且ＡＣ′Ｂ′＋ＡＢ′Ｃ′＝０．
（２）根据式 （５）求ＧＴＰ的３－骨架 （Ｃ（３）３ ），是ＧＴＰ中维数最大为３的所有单纯形的并集，即

Ｃ（３）３ ＝∪
３

ｒ＝０
Ｓ１． （８）

　　根据３个规定，图１的ＧＴＰ中如果顶点编码大小顺序为Ａ＜Ａ′＜Ｂ＜Ｂ′＜Ｃ＜Ｃ′，则１－单纯形的集合
∑Ｓ１为，〈ＡＡ′，ＢＢ′，ＣＣ′，ＡＢ，ＡＣ，ＢＣ，Ａ′Ｂ′，Ａ′Ｃ′，Ｂ′Ｃ〉；２－单纯形集合∑Ｓ２为 〈ＡＢＣ，Ａ′Ｂ′Ｃ′，
ＡＡ′Ｂ′，ＡＢＢ′，ＡＡ′Ｃ′，ＡＣＣ′，ＢＢ′Ｃ′，ＢＣＣ′〉．３－单纯形集合∑Ｓ３为 〈ＡＡ′Ｂ′Ｃ′，ＡＢＢ′Ｃ′，ＡＢＣＣ′〉．

（３）根据式 （６）可以求得三维实体 （体）的内部，可表示为

Ｃ°３ ＝Ｃ
（３）
３ －Ｃ３． （９）

４　三维实体拓扑关系描述

４１　ＧＴＰ拓扑关系描述
为了表达三维实体及其之间的拓扑关系，需要研究和发展三维实体及其之间拓扑关系的语义描述和形

式化表达方法［２］．对拓扑关系的形式化方法研究较有代表性的成果有４Ｉ模型［９］、９Ｉ模型和 ＲＣＣ模型［９］．
陈军、郭薇提出了顾及维数的三维实体间拓扑关系的形式化描述框架［２］，并定义了欧氏空间总任意ｋ－单
纯形之间的５种拓扑关系 （ｔｏｕｃｈ，ｉｎ，ｃｒｏｓｓ，ｏｖｅｒｌａｐ，ｄｉｓｊｏｉｎｔ）．在此基础上，笔者根据单纯形和单纯复形
的维度扩展完善了纯ｋ－单纯复形的拓扑关系定义，定义了一个拓扑关系集合 ｛ｄｉｓｊｏｉｎｔ，ｔｏｕｃｈｅｓ，ｗｉｔｈｉｎ，
ｃｒｏｓｓｅｓ，ｏｖｅｒｌａｐｓ，ｃｏｎｔａｉｎｓ，ｅｑｕａｌ｝如下：

（１）相离 （ｄｉｓｊｏｉｎｔ）关系，〈Ａｎ，ｄｉｓｊｏｉｎｔ，Ｂｎ〉 （Ａｎ∩Ｂｎ＝）；
（２）相邻（ｔｏｕｃｈｅｓ）关系，〈Ａｎ，ｔｏｕｃｈｅｓ，Ｂｎ〉（ｄｉｍ（Ａ

°
ｎ∩Ｂ

°
ｎ）＝０）∧（ｄｉｍ（Ａｎ∩Ｂｎ）＞０）；

（３）包含（ｗｉｔｈｉｎ）关系，〈Ａｎ，ｗｉｔｈｉｎ，Ｂｎ〉（ｄｉｍ（Ａ
°
ｎ∩Ｂ

°
ｎ）＞０）∧（Ａｎ∩Ｂｎ＝Ａｎ）；

（４）相交（ｃｒｏｓｓｅｓ）关系，〈Ａｎ，ｃｒｏｓｓｅｓ，Ｂｎ〉（ｄｉｍ（Ａ
°
ｎ∩Ｂ

°
ｎ）＜ｓｕｐ（ｄｉｍ（Ａ

°
ｎ），ｄｉｍ（Ｂ

°
ｎ）））∧（Ａｎ∩

Ｂｎ≠Ａｎ）∧（Ａｎ∩Ｂｎ≠Ｂｎ）；
（５）部分覆盖（ｏｖｅｒｌａｐｓ）关系，〈Ａｎ，ｏｖｅｒｌａｐｓ，Ｂｎ〉（ｄｉｍ（Ａ

°
ｎ∩Ｂ

°
ｎ）＝ｄｉｍ（Ａ

°
ｎ）＝ｄｉｍ（Ｂ

°
ｎ））∧（Ａｎ∩

Ｂｎ≠Ａｎ）∧（Ａｎ∩Ｂｎ≠Ｂ）；
（６）包含于（ｃｏｎｔａｉｎｓ）关系，〈Ａｎ，ｃｏｎｔａｉｎｓ，Ｂｎ〉〈Ｂｎ，ｗｉｔｈｉｎ，Ａｎ〉；
（７）相等（ｅｑｕａｌ）关系，〈Ａｎ，ｅｑｕａｌ，Ｂｎ〉〈Ａｎ＝Ｂｎ〉．
维数扩展法描述的每一种拓扑空间关系，均可用４个反映２个目标间边界与内部交集的条件表达式的

逻辑交来表示，可记为Ｔ１（Ａ∩Ｂ）∧Ｔ２（Ａ∩Ｂ
°）∧Ｔ３（Ａ

°∩Ｂ）∧Ｔ４（Ａ
°∩Ｂ°）．

对其中每一项逻辑表达式Ｔｉ均由ＧＴＰ与边界及所定义的５种拓扑空间关系构成，根据该逻辑关系式
可以定义ＧＴＰ间的拓扑关系．
４２　三维实体拓扑关系描述

侯恩科［１０］和吴立新［１１］采用面向对象的方法，将三维实体抽象为点、线、面和体４类，体类又进一步
划分为体元、简单体、复合体、复杂体．根据面向对象的观点，简单体是体元 （如 ＧＴＰ）的集合组成，
复杂体是同一类型简单体的联合，复合体则是不同类型简单体的聚类．因此，复合体和复杂体可由简单体
来定义，简单体可由体元 （ＧＴＰ）来定义，体元可由单纯形和单纯复形来表示．进一步，三维实体之间的
拓扑关系可由体元之间的拓扑关系来进行推导和描述．下面以推导复杂体之间的拓扑关系推导为例，说明
基于ＧＴＰ拓扑关系推导和描述三维实体之间的拓扑关系的思路和步骤：

假设２个复杂体Ａ，Ｂ，分别由ｎ和ｍ个简单体组成，分别为Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ和Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｍ．
（１）判断简单体 （如Ａｉ，Ｂｊ，１≤ｉ≤ｎ；１≤ｊ≤ｍ）之间的拓扑关系．首先根据式 （７）求所有简单体

的边界，如Ａｉ＝∪Ｃ（·），根据式 （８）求所有简单体的内部，如Ｂ°ｊ ＝∪Ｃ
°（·）．利用４１中对５种拓扑

关系的定义和式 （９），可以判断出简单体之间的拓扑关系，记Ａｉ与Ｂｊ之间的拓扑关系为ＰＡｉＢｊ．
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（２）建立复杂体Ａ，Ｂ之间的拓扑关系．可用以下拓扑关系矩阵表示，即

ＴＡＢ ＝

ＰＡ１Ｂ１ ＰＡ１Ｂ２ … ＰＡ１Ｂｎ
ＰＡ２Ｂ１ ＰＡ２Ｂ２ … ＰＡ２Ｂｎ
   

ＰＡｍＢ１ ＰＡｍＢ２ … ＰＡｍＢ














ｎ

． （１０）

　　这种三维实体拓扑关系的层次细化使空间关系的描述更加清晰，便于把握拓扑关系的本质．对于复杂
三维实体（如复合体、复杂体），可以从复杂到简单逐层划分，高一级的三维实体可以由低一级三维实体或

体元的拓扑处理，不涉及低一级三维实体的处理细节．对于复杂三维实体，存在与其结构相对应的拓扑处
理应用结构．信息隐藏机制使引用结构保持良好的独立性，局部拓扑关系不会强烈影响全局的拓扑关
系［１２］．

５　结　　语

以点集拓扑学为基础，基于空间剖分用单纯形和单纯复形对 ＧＴＰ进行形式化描述，利用代数运算和
集合运算相结合的方法计算出ＧＴＰ内部和边界及相互之间的交集，运用维度扩展法判断 ＧＴＰ间的拓扑关
系；基于面向对象的方法，进一步推导和描述三维实体之间的拓扑关系．下一步需要基于 ＧＴＰ模型的数
据结构，建立ＧＴＰ模型的另外一个拓扑不变量 （序列），完善三维实体的拓扑关系和三维空间查询、空间

分析、空间推理和知识发现等工作．
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