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巴乌金二次系统焦点量又一种计算方法 

曹  勃 1，云连英 2 
（1.宁波职业技术学院，浙江 宁波 315800；2.台州职业技术学院 计算机工程系，浙江 台州 318000） 

摘要：通过具有三阶细鞍点二次系统的鞍点量公式，较简洁地推证出具有三阶细焦点巴乌金

(Bаутин)二次系统的焦点量公式，由此说明二次系统的焦点量与鞍点量的相互关系. 
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1 引言与结果 

在文献[1]中，通过作变换 
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借助巴乌金(Bаутин)具有三阶细焦点二次系统： 
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并利用二次系统： 

2 2
20 11 02

2 2
20 11 02

d
d
d
d

x y a x a xy a y
t
y x b x b xy b y
t

⎧ = − + + +⎪⎪
⎨
⎪ = + + +
⎪⎩

，

，
 (2) 

的 3个焦点量公式，通过详细计算推证具有三阶细

鞍点二次系统： 
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的 3个鞍点量公式.  

本文反过来利用系统(3)的 3个鞍点量公式，经

过简洁的计算而推证系统(1)的 3 个焦点量公式，

结果如下： 

(a) 系统(1)的 3个焦点量 ( 1 2 3)i iυ = ，， 分别为[2]： 

1 5 3 6( )υ λ λ λ= − − ， (4a) 

2 2 4 3 6 4 3 6( )[ 5( )]υ λ λ λ λ λ λ λ= − + − ， (4b) 
2 2 2

3 2 4 3 6 3 6 6 2( ) ( 2 )υ λ λ λ λ λ λ λ λ= − − − − . (4c) 

(b) 系统(3)的 3个鞍点量 ( 1 2 3iu i = ，，）分别为[1]： 

1u LM KB= − ， 

2 (2 )( 2 ) (2 )( 2 )u KB M B M B CL A L A L= − + − − + ， 

3 ( )[ (2 ) (2 )]u CK LB ACL A L BKM M B= − − − − . 

定理 1 具有三阶细鞍点二次系统(3)的鞍点量

公式，可以推证出具有三阶细焦点二次系统(1)的

焦点量公式.  

2 定理的证明 

先证明几个引理. 对于系统(1)，作变换 

x yi x yi itξ η τ= + = − =， ， ， (5) 

即
1 1( ) ( )
2 2

x y t
i i

τξ η ξ η= + = − =， ， ， 

则系统(1)可化为： 
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引理 1  由系统(5)联系的系统(1)和(6)之间系

数的关系为： 
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证明  因为 x yiξ = + ，所以   
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整理(8)式可得： 
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同理，可以得到： 
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与系统(6)比较系数得： 
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同理通过计算 d / dη τ，与系统(6)比较系数得： 
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引理 2  设系统(6)的鞍点O是m阶细鞍点，其

第m阶鞍点量是 mu ，则系统(1)的焦点O是m阶细

焦点，其第m阶焦点量 mυ 是 miu .  

注意  这里系统(6)的鞍点O是m阶细鞍点，

其中第m阶鞍点量 mu 表示：如果将ξ η， 和τ 看作

实变量，系数 A B C K L M，，，，， 看作实数，O是细鞍

点且具有用 A B C K L M，，，，， 表示的鞍点量计算公

式，现把ξ η， 和τ 看作复变量，A B C K L M，，，，， 看

作复数，如果相应的 0 ( ) 0k mu k m u= < ≠， ，则称O

是m阶细鞍点， mu 是m阶鞍点量.  

证明 2 2 ( )V x y f x y= + +∑ ， ，其中 ( )lf x y， 是

x y， 的 l次齐次多项式，联系到变换(5)有[3]： 
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比较两边同次项系数，得 m mv iu= . 证毕.  

下面分别再通过几个引理来叙述由二次系统

的细鞍点量公式，由此可逐步推出巴乌金(Bаутин)

焦点量公式.  

引理 3  系统(1)的焦点 (0 0)O ， 的第一焦点量

是(4a)式.  

证明  系统(6)的鞍点 (0 0)O ， 的第一鞍点量是 

1 3 6 3[ ( )][ (
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l≥3 
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5 3 6 5 3 6
1 ][ ( )] ( )
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i iλ λ λ λ λ λ− = − . 

再由引理 2，有 1 1 5 3 6
1 ( )
4

iuυ λ λ λ= = − − ，略去

无关正因子，即得(4a)式.  

引理 4  系统(1)的焦点 (0 0)O ， 的第2鞍点量是

(4b)式.  

证明  系统(6)的鞍点 (0 0)O ， 的第 2鞍点量是 

2 (2 )(2 2 ) (2u KB M B M B CL A= − + − −  

)( 2 )L A L+ . 

考虑到 1 0V = ，即 5 3 6( ) 0λ λ λ− = .  

可分 2种情况讨论如下： 

(a) 若 3 6 0λ λ− = ，则 

3 6 3 6( ) 0 ( ) 0
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所以 2 0u = ，即 2 2 0iuυ = = . 

(b) 若 3 6 50 0λ λ λ− ≠ =， ， 

又因为 
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所以[4] 
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整理化简后可知： 

2 2 4 3 6 4 3 6( )[ 5( )]
8
iu λ λ λ λ λ λ λ= − − + − ， 

故 2 2 2 4 3 6 4 3 6
1 ( )[ 5( )]
8

iuυ λ λ λ λ λ λ λ= = − + − ，略去无

关正因子1/8，即得(4b)式.  

引理 5  系统(1)的焦点 (0 0)O ， 的第 3焦点量

是(4c)式.  
证明  系统(6)的鞍点 (0 0)O ， 的第 3鞍点是 

3 ( )[ (2 ) (2 )]u CK LB ACL A L BKW M B= − − − − . 

考虑 1 2 0υ υ= = ，即 5 3 6( ) 0λ λ λ− = ，且 2 4 3(λ λ λ −  

6 4 3 6)[ 5( )] 0λ λ λ λ+ − = . 

下面分几种情况讨论： 

(a) 当 3 6 0λ λ− = 时，可以得知： 

0 0B L= =， ， 

所以 3 0u = ，即 3 3 0iuυ = = . 

(b) 当 3 6 0λ λ− ≠ 时，可以得知： 

(I) 当 5 0λ = ，且 2 0λ = 时， 

(2 ) (2 ) 0ACL A L BKM M B− − − = ， 

所以 

3 ( )[ (2 )u CK LB ACL A L BKM= − − − ⋅  

(2 )] 0M B− = . 

所以这时 3 3 0iuυ = = . 

(II) 当 5 0λ = ，且 4 0λ = 时，由于 

4 42 0 2 0
2 2
i iA L M Bλ λ− = − = − = =， ， 

所以可以得到： 

3 ( )[ (2 ) (2u CK LB ACL A L BKM M= − − − −  

)] ( ) 0 0B CK LB= − ⋅ = ， 

这时 3 3 0iuυ = = . 

(III) 当 5 0λ = 且 4 3 65( ) 0λ λ λ+ − = 时，分别计

算CK LB− 和 (2 ) (2 )ACL A L BKM M B− − − ，可以

得到： 
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这时 
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略去无关因子
1
2
，即得(4c)式.  

综上所述，由引理 3～5知，系统(1)的焦点量

公式全部成立.  

文献[1]利用焦点量公式计算出鞍点量公式，

本文则反过来用鞍点量公式计算焦点量公式. 这
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就说明已知焦点量可计算鞍点量，而已知鞍点量又

可计算焦点量，进一步也证实了由鞍点量计算焦点

量比由焦点量计算鞍点量相对容易.  
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A New Approach for Calculating Focus of Bаутин’s Quadratic Differential System 

CAO Bo1, YUN Lian-ying2 
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Abstract: Based on the saddle point value of a quadratic differential system with weak 3-order saddle points, the 

paper gives concise yet clear derivation of the focus value of Bаутин’s quadratic different system with weak 

3-order focuses. As a result, the profound relation between saddle point value and focus value of quadratic 

differential system is validated. 
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