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摘 要: 研究允许部分成员不使用自身状态信息的多智能体系统一致性问题.给出一个新的通信协议,允许系统中

部分成员甚至全体成员不使用自身信息.通过研究非负随机矩阵谱半径及其对应有向图的结构,分别给出固定通信

拓扑和动态通信拓扑下的多智能体系统一致性结果,即在系统通信拓扑所含的生成树中,当且仅当根节点含有自伴

环时,系统可以渐近实现信息一致性. 仿真结果验证了理论结果的正确性.
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Abstract: Consensus problems for the case that part of members without using private state information in a multi-agent

system are studied. A new consensus protocol is given with the properties that not all the agents, even none of them need to

use their private state information. Based on the matrix theory and graph theory, it is proved that consensus problems can

be solved for both fixed and switching topology by studying the structure of graphs corresponding to nonnegative matrices.

If and only if the root vertex has a loop in the interaction topology which has a spanning tree, then the system can achieve

consensus asymptotically. Simulations results show the correctness of theoretical conclusion.
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0 引引引 言言言

近年来,随着多智能体系统在无人区域智能机器

人、自主水下航行器、自动高速公路系统和卫星集群

控制等方面的应用,多智能体信息一致性问题受到国

内外众多学者的广泛关注,并取得了很多有意义的研

究成果.

Vicsek等[1]给出了一个离散多智能体模型,在各

智能体具有不同的初始方向角以及可以通信的成员

随时间变化时,所有智能体通过使用最近邻居协议最

终可以实现朝着同一个方向移动.文献 [2]利用无向

图理论, 对Vicsek的模型给出了理论解释, 但其结果

要求智能体之间双向通信, 具有一定的应用局限性.

文献 [3]把此结果扩展到单向通信情况, 得到了可以

实现一致性更加宽泛的条件,只要系统通信拓扑的联

合含有一棵生成树,即可实现信息一致性. 文献 [4]得

到了收敛速度和网络通信图代数连通性的直接关系.

文献 [5]通过简单遍历思想得到了实现一致性的充要

条件.文献 [6]阐述了系统通信图的连通性在实现一

致性中的重要性. 文献 [7]利用不连续思想研究了连

续时间系统的异步一致性问题.对于单向通信和双向

通信情况, 文献 [8]基于树形变换的新思想研究了一

致性问题,文献 [9]研究了有限时间状态的一致性问

题.文献 [10]研究了仅有部分成员可以局部通信情况

下的一致性追踪问题.关于信息一致性的其他主题研

究,可以参见文献 [11-18].

在多智能体系统中,成员的自身信息不仅影响到

个体性能,而且决定着整个系统的功效. 在上述文献

中, 均假设系统中全部成员可以使用自身状态信息,
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然而在实际应用中,并不是全部智能体都可以随时使

用自身信息,尤其是在编队控制中, 由于硬件配置等

原因,仅主个体可以实时更新自身信息,对于从个体

而言, 无法感知自身状态信息,甚至全部智能体不能

使用自身状态信息.基于此, 本文给出一种新的一致

性协议,允许部分智能体可以不使用自身信息,甚至

全部智能体均不使用自身信息,并证明了固定和时变

通信拓扑下系统一致性问题的可解性,从而可以实现

使用较低配置的智能体系统来完成复杂任务.

本文的主要贡献为,在文献 [3]中引理 3.4的基础

上,进一步减弱 Perron-Frobenius定理的条件,得到具

有相同行和非负矩阵谱半径是唯一模最大特征值的

充要条件, 即当且仅当在𝐴对应的有向图所含生成

树中,根节点含有自伴环.该结果减弱了文献 [3]中引

理 3.4成立的条件,其要求全部节点均含有自伴环.此

外, 对于一列具有相同行和的随机矩阵, 其对应的有

向图均含有生成树,仅需各个矩阵中根节点对应的对

角元素为正, 则该列矩阵的任意乘积都是 SIA矩阵.

该结果弱化了文献 [3]中引理 3.9成立的条件.通过矩

阵乘法运算法则可得: 当一列非负矩阵对应的有向图

中含有互质联合 𝑟重回路时,其乘积矩阵具有唯一模

最大特征值.

1 预预预备备备知知知识识识

本文利用有向赋权图表示多智能体系统的通信

拓扑,利用随机矩阵表示智能体之间的信息传递. 下

面给出图论和矩阵论的相关知识,更加详细的信息可

以参见文献 [19-22].

一个赋权有向图用𝒢 = (𝑉,𝐸,𝐷)表示, 其中顶

点集合为𝑉 = {𝑣𝑖 : 𝑖 ∈ 𝒩}, 𝒩 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}, 𝑛 ⩾ 2,

𝑒𝑖𝑗 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗)表示𝒢中的有向边, 其集合为𝐸 ⊆ 𝑉 ×
𝑉 . 若 (𝑣𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑗+1) ∈ 𝐸, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘, 则称其为𝑉 中

长度为 𝑘的有向路径;若 𝑣𝑖1 = 𝑣𝑖𝑘 ,则有向路径被称为

一个长度为 𝑘的回路. 特别地, 若 𝑘 = 1, 则称顶点 𝑣𝑖

有自伴环. 𝐷 = [𝑑𝑖𝑗 ]是𝒢 = (𝑉,𝐸,𝐷)的赋权邻接矩

阵,邻接元素与图中边的有无相关,当且仅当 𝑑𝑖𝑗 ∕= 0,

∀𝑖 ∈ 𝒩 , 即 𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸. 若顶点 𝑣𝑖有自伴环, 则 𝑑𝑖𝑖 > 0,

否则 𝑑𝑖𝑖 = 0. 本文若无特别说明,则所有顶点均不含

有自伴环,该假设区别于以上文献的全部顶点默认含

有自伴环.顶点 𝑣𝑖的邻居集合表示为𝑁𝑖 = {𝑣𝑗 ∈ 𝑉 :

(𝑣𝑗 , 𝑣𝑖) ∈ 𝐸},若𝑉 (𝒢)中任意两个不同的顶点 𝑣𝑖和 𝑣𝑗

之间都存在一条路径,则称𝒢强连通.

有向图𝒢(𝑡)用来表示系统的通信结构图,顶点 𝑣𝑖

表示第 𝑖个智能体. 顶点 𝑣𝑖和 𝑣𝑗之间的有向边表示智

能体 𝑖和智能体 𝑗之间的通信.

非负矩阵是指矩阵的所有元素均非负,用𝑀𝑛表

示全部𝑛阶非负矩阵的集合. 各个行和为+1的非负

方阵称作随机矩阵. 若存在非零列向量 𝜈使得随机矩

阵𝑀有 lim
𝑘→∞

𝑀𝑘 = 1𝜈T,则称𝑀是SIA矩阵. 对𝐴 ∈
𝑀𝑛(𝑛 ⩾ 2),若存在置换矩阵𝑃 ∈ 𝑀𝑛使得

𝑃T𝐴𝑃 =

[
𝐵 𝐶

0 𝐷

]
,

其中: 1 ⩽ 𝑟 < 𝑛, 𝐵 ∈ 𝑀𝑟, 𝐷 ∈ 𝐷𝑛−𝑟, 𝐶 ∈ 𝑀𝑟,𝑛−𝑟,

0 ∈ 𝑀𝑛−𝑟,𝑟是零矩阵,则称矩阵𝐴 ∈ 𝑀𝑛可约. 矩阵𝐴

称作不可约是指其不是可约的. 关于非负矩阵的不可

约性与其对应有向图连通性的一个著名结果是: 当且

仅当𝐴 ∈ 𝑀𝑛对应的有向图Γ (𝐴)是强连通时, 𝐴是不

可约的. 若不可约矩阵𝐴 ∈ 𝑀𝑛有唯一模最大特征值,

则称作素矩阵,素矩阵具有以下性质:

引引引理理理 1[20] 若𝐴 ∈ 𝑀𝑛是素矩阵,则有

lim
𝑚→∞

[𝜌(𝐴)−1𝐴]𝑚 = 𝐿. (1)

其中: 𝐿 ≡ 𝑥𝑦T, 𝐴𝑥 = 𝜌(𝐴)𝑥,𝐴T𝑦 = 𝜌(𝐴)𝑦, 𝑥 > 0, 𝑦

> 0, 𝑥T𝑦 = 𝐿.进一步,若𝐴 ∈ 𝑀𝑛是随机矩阵,则𝐴 ∈
𝑀𝑛是 SIA矩阵.

证证证明明明 引理第 1部分的证明见文献 [20]的引理

8.5.1. 对于第 2部分,若𝐴是随机矩阵,则 𝜌(𝐴) = 1是

唯一模最大特征值,且对应于特征值𝜆 = 𝜌(𝐴) = 1的

特征向量为 1, 𝐴是 SIA矩阵. 2
Wolfowitz在文献 [23]中给出以下极限定理, 对

研究双向和单向通信结构动态系统的一致性问题具

有重要作用.

引引引理理理 2 令𝑀1,𝑀2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑘是有限的 SIA矩

阵, 若任意乘积𝑀𝑖𝑗 ,𝑀𝑖𝑗−1 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑖1是SIA矩阵, 则

对于无限SIA矩阵乘积存在一个非负列向量 𝒄使得

lim
𝑗→∞

𝑀𝑖𝑗 ,𝑀𝑖𝑗−1 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑖1 = 1 ⋅ 𝒄T.

2 通通通信信信协协协议议议

在多智能体系统中,大多数线性协议都假设全部

智能体均无条件使用自身的状态信息,其形式为

𝑥𝑖[𝑘 + 1] =
1

𝑛∑
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗 [𝑘]𝛿𝑖𝑗 [𝑘]

𝑛∑
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗 [𝑘]𝛿𝑖𝑗 [𝑘]𝑥𝑖[𝑘], (2)

其中𝛼𝑖𝑗 [𝑘] > 0 ∈ 𝛼̄是时变权值, 𝛼̄是任意正数集合.

在 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)时间段内, 𝛿𝑖𝑖[𝑘] ≜ 1,当第 𝑗个智能体可以

收到第 𝑖个智能体的信息时, 𝛿𝑖𝑗 [𝑘] = 1; 否则 𝛿𝑖𝑗 [𝑘] =

0, ∀𝑗 ∕= 𝑖. 等式 (2)可以写成如下矩阵形式:

𝑥[𝑘 + 1] = 𝐹 [𝑘]𝑥[𝑘]. (3)

其中: 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T; 𝐹 [𝑘] = [𝑓𝑖𝑗 ] ∈ 𝑀𝑛(𝑹),

(𝑖, 𝑗) ∈ ℐ, 𝑓𝑖𝑗 =
𝛼𝑖𝑗 [𝑘]𝛿𝑖𝑗 [𝑘]
𝑛∑

𝑗=1

𝛼𝑖𝑗 [𝑘]𝛿𝑖𝑗 [𝑘]

, 𝐹 [𝑘]是系统通信拓

扑𝒢(𝑘)的邻接矩阵. 易见, 𝐹 [𝑘]的对角线元素均为正

值,即所有智能体均需要使用自身的状态信息.为克
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服协议 (3)不允许智能体使用自身状态信息的局限,

下面提出一个新的线性协议,此协议可以省略此假设,

即

𝑥𝑖[𝑘 + 1] =

1

𝜎𝑖[𝑘]𝛼𝑖𝑖[𝑘] +
∑

𝑗∈𝑁𝑖[𝑘]

𝛼𝑖𝑗 [𝑘]
×

{ ∑
𝑗∈𝑁𝑖[𝑘]

𝛼𝑖𝑗 [𝑘]𝑥𝑗 [𝑘] + 𝜎𝑖[𝑘]𝛼𝑖𝑖[𝑘]𝑥𝑖[𝑘]
}
. (4)

在 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)时间段内,若第 𝑖个智能体使用自身信息,

则𝜎𝑖[𝑘] = 1,否则𝜎𝑖[𝑘] = 0. 等式 (4)的矩阵形式为

𝑥[𝑘 + 1] = 𝐷[𝑘]𝑥[𝑘], (5)

其中𝑥= [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T. 显然𝐷[𝑘] = [𝑑𝑖𝑗 ]∈𝑀𝑛(𝑹)

是一个随机矩阵, (𝑖, 𝑗) ∈ ℐ.

𝑑𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩

𝜎𝑖𝑗 [𝑘]𝛼𝑖𝑗 [𝑘]

𝜎𝑖[𝑘]𝛼𝑖𝑖[𝑘] +

𝑛∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝜎𝑖𝑗 [𝑘]𝛼𝑖𝑗 [𝑘]

, 𝜎𝑖[𝑘] = 1;

𝜎𝑖𝑗 [𝑘]𝛼𝑖𝑗 [𝑘]
𝑛∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝜎𝑖𝑗 [𝑘]𝛼𝑖𝑗 [𝑘]

, 𝜎𝑖[𝑘] = 0;

(6)

𝑑𝑖𝑖 =

⎧⎨⎩
𝛼𝑖𝑖[𝑘]

𝜎𝑖[𝑘]𝛼𝑖𝑖[𝑘] +

𝑛∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝜎𝑖𝑗 [𝑘]𝛼𝑖𝑗 [𝑘]

, 𝜎𝑖[𝑘] = 1;

0, 𝜎𝑖[𝑘] = 0.

(7)

协议 (4)与 (2)有着本质的区别, 协议 (2)要求每

个智能体均无条件地使用自身状态信息,其假设 𝛿𝑖𝑖[𝑘]

≜ 1,即式 (3)中对角线元素均为正数. 文献 [3]对使用

通信协议 (2)的多智能体信息一致性给出了证明. 协

议 (4)允许各个智能体不使用自身的状态信息,即式

(5)中对角线元素可以为零. 可见, 当式 (5)中对角线

元素含有零时,文献 [3]中的结论均失效.

3 主主主要要要结结结果果果

3.1 固固固定定定通通通信信信结结结构构构的的的信信信息息息一一一致致致性性性

多智能体系统的信息一致性主要取决于式 (5)中

矩阵𝐷[𝑘]的最大模特征值重数的唯一性,文献 [3]证

明了以下结论.

引引引理理理 3 若非负矩阵𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ 𝑀𝑛(𝑹)的行

和为常数𝜇 > 0,即
𝑛∑

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 = 𝜇, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, (8)

则𝜇是𝐴的特征值,对应的特征向量为 1,并且𝐴的谱

半径 𝜌(𝐴)=𝜇. 此外,当且仅当𝐴对应的有向图Γ (𝐴)

含有一个生成树时, 特征值𝜇的代数重数为 1. 进一

步,若Γ (𝐴)含有一个生成树并且

𝑎𝑖𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, (9)

则𝜇是唯一模最大的特征值.

引理 3表明, 当式 (8)成立时, Γ (𝐴)含有生成树

为𝜇是𝐴唯一模最大的特征值的必要条件, 式 (9)则

不是,所以本文关注条件 (9)的必要性,即其是否可以

去掉或者存在等价条件.减弱条件 (9),有下面的结果.

引引引理理理 4 各个行和均为𝜇 > 0的非负矩阵𝐴 =

[𝑎𝑖𝑗 ] ∈ 𝑀𝑛(𝑹), 其对应的有向图Γ (𝐴)含有一个生成

树,若根节点含有一个环 (如图 1所示),则𝜇是唯一模

最大的特征值.

1

2 3

4 5 6 7

图 1 根节点具有自伴环的有向图

证证证明明明 Ren等[3] 证明了当且仅当Γ (𝐴)含有一个

生成树时, 𝜆 = 𝜌(𝐴) = 𝜇的代数重数为 1. 下面证明在

引理条件下𝐴不存在其他模为𝜇的特征值.

由Ger̈sgorin定理, 𝐴的特征值包含在𝑛个圆盘
𝑛∪

𝑖=1

{𝑧 ∈ 𝑪 : ∣𝑧 − 𝑎𝑖𝑖∣ ⩽ 𝑅
′
𝑖(𝐴)}

的并集内,其中𝑅
′
𝑖 ≡

𝑛∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

∣𝑎𝑖𝑗 ∣, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛,表示矩

阵𝐴的去心行和.不失一般性,根节点标号为 1, 𝑎11 >

0,即节点 𝑣1存在环,其他对角线元素可以为零. 因为

𝑎11 > 0,此集合至多包含𝑛 − 1个半径均为𝜇的相同

圆盘.当 𝑎11 > 0时,其圆盘半径𝑅
′
1 = 𝜇− 𝑎11 < 𝜇,此

圆盘包含在半径为𝜇的盘内,因此可知𝐴的所有特征

值包含在半径为𝜇的圆盘内,且与其他圆盘仅有一个

交点,即在𝑥正半轴上𝑥0 = 𝜇. 若存在异于𝜇的特征

值𝜆∗ = 𝜇 ⋅ cos 𝜃 + w ⋅ 𝜇 ⋅ sin 𝜃,其中w为虚部单位,易

见 ∣𝜆∗∣ = 𝜇,由Ger̈sgorin定理可知𝜆∗是半径为𝜇的圆

盘边界上的点. 令

𝐴𝑥∗ = 𝜆∗𝑥∗, 𝑥∗ = [𝑥𝑖] ∕= 0,

假定 𝛿是使 ∣𝑥𝛿∣ = max
1⩽𝑖⩽𝑛

∣𝑥𝑖∣ = ∣∣𝑥∗∣∣∞ ∕= 0成立的一

个下标.当 𝜃 = 0时, 𝜆∗ = 𝜇,所以 0 < 𝜃 < 2π.

由𝐴𝑥∗ = 𝜆∗𝑥∗有

(𝜆∗ − 𝑎𝑖𝑖)𝑥𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 (10)

对所有 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛均成立. 由式 (10)有
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∣𝜆∗ − 𝑎𝑖𝑖∣ ⋅ ∣𝑥𝑖∣ =
∣∣∣ 𝑛∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

∣∣∣ ⩽
𝑛∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

∣𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ∣ =
𝑛∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

∣𝑎𝑖𝑗 ∣ ⋅ ∣𝑥𝑗 ∣ ⩽

𝑛∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

∣𝑎𝑖𝑗 ∣∣𝑥𝛿∣ = 𝑅
′
𝑖∣𝑥𝛿∣. (11)

因此, 如果 𝑘是使𝑥𝑘 = ∣𝑥𝛿∣的任意下标, 则一定有

∣𝜆∗ − 𝑎𝑘𝑘∣ ⩽ 𝑅
′
𝑘.因𝜆∗为边界上的值,有

∣𝜆∗ − 𝑎𝑘𝑘∣ ⩾ 𝑅
′
𝑘,

因此对于 𝑖 = 𝑘,式 (11)取等式,即

∣𝜆∗ − 𝑎𝑘𝑘∣ ⋅ ∣𝑥𝑘∣ =
𝑛∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑘

∣𝑎𝑘𝑗 ∣ ⋅ ∣𝑥𝑗 ∣ =

𝑛∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑘

∣𝑎𝑘𝑗 ∣ ⋅ ∣𝑥𝑘∣ = 𝑅
′
𝑘∣𝑥𝑘∣, (12)

有 ∣𝜆∗ − 𝑎𝑘𝑘∣ ⋅ ∣𝑥𝑘∣ = 𝑅
′
𝑘∣𝑥𝑘∣, 即该圆盘经过𝜆∗. 定

义该圆盘为第 𝑘个圆盘, 𝑎𝑘𝑘对应第 𝑘个节点 𝑣𝑘. 由

式 (12)有
𝑛∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑘

∣𝑎𝑘𝑗 ∣(∣𝑥𝑘∣ − ∣𝑥𝑗 ∣) = 0 (13)

和式 (13)的每一项是非负的,若有 𝑎𝑘𝑗 > 0, 必有 ∣𝑥𝑘∣
− ∣𝑥𝑗 ∣ = 0, 即第 𝑗个圆盘经过𝜆∗. 由于Γ (𝐴)存在一

个生成树, 即从根节点到任意节点存在一条有向路

径,即存在 𝑎𝑗11, 𝑎𝑗2𝑗1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑘𝑗𝑟均大于零,由式 (13)依

次可以得到

𝑥1 = 𝑥𝑗1 = 𝑥𝑗2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑥𝑗𝑟 = 𝑥𝑘.

由式 (12)可知, 这些圆盘均经过𝜆∗, 而第 1个圆盘包

含在半径为𝜆∗的元盘中,且仅有一个交点𝑥0 = 𝜇,如

图 2所示, 故不可能经过𝜆∗, 得到𝜆 = 𝜇是唯一模最

大的特征值. 2

(0,0) x μ0=

图 2 矩阵𝐴的特征值分布情况

当Γ (𝐴)不是强连通时,其所含生成树的根节点

存在一个自伴环是使得行和𝜇为非负矩阵𝐴的唯一

模最大特征值的一个充分条件.文献 [25]的引理 1基

于分块矩阵思想证明了同样的结果, 其被用于研究

有界时变时延离散系统的一致性问题. 引理 4根据

树形有向图结构,着重研究了𝐴的特征值分布.此外,

由于矩阵𝐴要求具有相同的行和, 若根节点不存在

环,则需要根节点的入度不为零,即从某个节点 (称作

𝑣𝑝(1 < 𝑝 ⩽ 𝑛))到根节点存在一条有向路径. 因为

Γ (𝐴)含有生成树, 即根节点到任意节点均存在一条

有向路径, 所以任意节点 𝑣𝑝和根节点之间存在一个

回路,回路中的任意顶点经过根节点可以到达其他任

意节点.

基于以上分析,下面给出引理 4更加一般化的结

果,并证明根节点上自伴环存在的必要性.

引引引理理理 5 各个行和均为𝜇 > 0的非负矩阵𝐴 =

[𝑎𝑖𝑗 ] ∈ 𝑀𝑛(R),其对应的有向图Γ (𝐴)非强连通, Γ (𝐴)

含有一个生成树, 当且仅当根节点包含在一个回路

中, 且在此回路中至少一个节点存在一个环 (如图

3所示),则𝜇是唯一模最大的特征值.

1

2 3

4 5 6 7

图 3 根节点包含在回路中的有向图

证证证明明明 1)充分性. 由引理 4,只需证明从回路中

存在环的节点 𝑣𝑞到节点 𝑣𝑘存在一条有向路径即可.

事实上, 𝑣𝑞是包含节点 𝑣1和 𝑣𝑝回路中的节点, 𝑣𝑞和

𝑣1之间存在一条有向路径. 同时, 由于存在生成树,

从根节点 𝑣1到节点 𝑣𝑘之间存在一条有向路径, 节点

𝑣𝑞与节点 𝑣𝑘之间也存在一条有向路径,可以表示为

{(𝑣𝑞, 𝑣𝑞1), (𝑣𝑞1 , 𝑣𝑞2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑣𝑞𝑟 , 𝑣1),
(𝑣1, 𝑣𝑗1), (𝑣𝑗1 , 𝑣𝑗2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑣𝑗𝑟 , 𝑣𝑘)}.

因此, 𝑎𝑞1𝑞, 𝑎𝑞2𝑞1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎1𝑞𝑟 , 𝑎𝑗11, 𝑎𝑗2𝑗1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑗𝑟𝑘均大于
零.由式 (13)可以分别得到

𝑥𝑞 = 𝑥𝑞1 = 𝑥𝑞2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑥𝑞𝑟 =

𝑥1 = 𝑥𝑗1 = 𝑥𝑗2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑥𝑗𝑟 = 𝑥𝑘,

由式 (12)可知, 这些圆盘均经过𝜆∗, 而第 𝑞个圆盘包

含在半径为𝜇的圆盘中且仅有一个交点𝑥0 = 𝜇(𝜃 =

0). 该圆盘不能经过𝜆∗,因此有 𝜆 = 𝜇是唯一模最大

的特征值.

2) 必要性. 若Γ (𝐴)的根节点包含在一个回路

中,但不存在环,则令𝐴的各个行和均为 1,

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1 0

1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1/2 0 1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (14)
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可见Γ (𝐴)含有生成树. 由计算可知

𝜆1 = −1

2
+ 𝑤 ⋅

√
3

2
, 𝜆2 = −1

2
− 𝑤 ⋅

√
3

2
,

𝜆3 = 1, 𝜆4 = 𝜆5 = 0,

且有

∣𝜆1∣ = ∣𝜆2∣ =
√(

− 1

2

)2

+
(√3

2

)2

=√(1
2

)2

+
(
−

√
3

2

)2

= 1,

即模为 1的特征值有 3个. 2
引理 5不仅表明了根节点存在自伴环的必要条

性,而且给出存在自伴环的顶点可以在包含根节点的

回路中, 使得自伴环的位置相对灵活, 因此引理 4和

文献 [25]中的结果是引理 5的一个特例.

下面考虑系统的通信结构图是强连通的情况.

引引引理理理 6 一个非负不可约矩阵𝐴为素矩阵的充

要条件是其对应的有向图Γ (𝐴)中所有初级有向回路

长度的最大公约是 1.

当Γ (𝐴)是强连通时,自伴环的存在不是使得行

和𝜇为非负矩阵𝐴的唯一模最大特征值的必要条件,

但仍然是充分条件.若根节点存在环,则是一个平凡

回路, 即存在长度为 1的回路, 由引理 6, 引理 5的充

分性仍然成立. 若在Γ (𝐴)中存在 𝑑(1 ⩽ 𝑑 < 𝑛)个环,

则在𝐴中存在 𝑑个正的对角元, 由引理 6可知, 此时

引理 5仍然成立. 若全部顶点都存在环,则成为文献

[3]中的情况. 固定通信结构的结果在下面引理后给

出.

引引引理理理 7 [3] 令𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ 𝑀𝑛是随机矩阵,若𝐴

的特征值𝜆 = 1的重数为 1且其他特征值均满足

∣𝜆∣ < 1,则𝐴是 SIA矩阵.

定定定理理理 1 令𝒢是多智能体系统的通信结构图.

当𝒢非强连通时, 若其含有一个生成树, 当且仅当存

在一个回路Θ且此回路中至少有一个节点具有环,则

使用协议 (4),多智能体系统可以实现一致性;当𝒢强
连通时, 所有有向回路的长度是互质的, 使用协议

(4),系统可以实现一致性.

证证证明明明 1)当𝒢非强连通时.

①充分性. 在式 (5)中,若通信结构固定,则𝐷固

定,有

𝑥[𝑘 + 1] = 𝐷𝑥[𝑘], 𝑘 = 0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
其中𝐷是随机矩阵. 由引理 5可知: 𝜆 = 1是唯一模最

大的特征值;由引理 7可知, 𝐷是 SIA矩阵,即存在一

个常数向量 𝜈使得 lim
𝑚→∞

𝐴𝑚 = 1𝜈T. 因此

lim
𝑘→∞

𝑥[𝑘 + 1] = lim
𝑘→∞

𝐷𝑘𝑥[0] = 1𝜈T ⋅ 𝑥[0], (15)

系统可以实现一致性.

②必要性. 若系统的通信拓扑所包含的生成树

的根节点不含有自伴环, 则式 (15)不收敛, 无法实现

信息一致性.

2)当𝒢强连通时. 由引理 6和引理 1可得其充要

性,详细过程略. 2
注注注 1 在定理 1中, 系统的通信结构图非强连

通,可以看到至少需要存在一个环,即至少有一个智

能体需要使用自身状态信息.若没有节点存在环,即

没有智能体使用自身状态信息,则矩阵𝐷含有零列和

零行. 例如在矩阵 (14)中,令 𝑎14 = 0,且 𝑑𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 , 𝑖,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 则𝐷对应的有向图含有一个生成树

且不存在环,有 lim
𝑚→∞

𝐷𝑚 = 0且 rank(𝐷𝑚) = 0,此时,

不认为系统可以实现信息一致性.

结果表明: 当系统的全部智能体之间不能相互通

信时, 至少有一个智能体需要使用自身信息,且其信

息需要被全部智能体收到, 系统方可实现一致性; 当

全部成员可以相互通信时,允许全部智能体都不使用

自身状态信息,系统可以实现信息一致性.

3.2 动动动态态态通通通信信信结结结构构构的的的信信信息息息一一一致致致性性性

对于动态系统,即使两个矩阵都是素矩阵,其乘

积的素性也不能得到保证,有

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎1 0 0 𝑎4

𝑝1 0 0 0

0 𝑝2 0 0

0 0 𝑝3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 𝑏3 𝑏4

𝑞1 0 0 0

0 𝑞2 0 0

0 0 𝑞3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

由引理 6可知, 𝐴和𝐵都是素矩阵,但是其乘积

𝐶 = 𝐴×𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 𝑎1𝑏3 + 𝑎4𝑞3 𝑎1𝑏4

0 0 𝑝1𝑏3 𝑝1𝑏4

𝑝2𝑞1 0 0 0

0 𝑝3𝑞2 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
却不是素矩阵. 为了得到动态系统可以实现信息一致

性的条件,需要进一步研究非负矩阵乘积的性质, 更

多详细结果可以参见文献 [22-24].

3.2.1 部部部分分分智智智能能能体体体不不不使使使用用用自自自身身身状状状态态态信信信息息息的的的一一一致致致性性性

问问问题题题

与文献 [2-3]中的结果相比, 若不是全部的对角

元均为正,则下式不再成立:

𝑃1𝑃2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑃𝑚 ⩾ 𝛾(𝑃1 + 𝑃2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑃𝑚), (16)

其中𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑚是对角元为正的非负𝑛 × 𝑛方阵.

式 (16)的一个直观意义是: 对于一列有向图的乘积,

若每个节点都有环, 则其全部的边都被保留下来;

若没有对角元素为正的假设, 则不能保证乘积图的

样式; 若𝑃 = {𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑚}是一列𝑛 × 𝑛非负矩

阵,且这些矩阵中存在一个相同的对角元, 则在其对

应的有向图序列Γ = {Γ (𝑃1),Γ (𝑃2), ⋅ ⋅ ⋅ ,Γ (𝑃𝑚)}的
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每个图中, 存在一个含有环的节点, 记为 𝑣1. 令Γ1表

示全部仅为树形结构且以顶点 𝑣1为根节点的有向图

集合, Γ1对应的矩阵集合为𝐴 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑟𝑛},

其中 𝑟𝑛表示一个与𝑛相关的正整数.

引引引理理理 8 若Γ中每个图中均含有以 𝑣1为根节点

的生成树, 则在𝐴中存在一个矩阵𝐴𝑝 ∈ 𝐴, 1 ⩽ 𝑝 ⩽
𝑟𝑛,对𝑃 中任意元素的有限乘积存在正数 𝛾 > 0,有

𝑃𝑖1 ⋅ 𝑃𝑖2 ⋅ ⋅ ⋅𝑃𝑖𝑘 ⩾ 𝛾 ⋅𝐴𝑝. (17)

证证证明明明 当𝑛固定时,显然𝑛阶矩阵和𝑛个顶点的

有向图都是有限的, 且一一对应. 从而有Γ1和𝐴是

有限的集合, 将Γ1中顶点按照深度优先的法则依次

从 1∼ 𝑛进行标号. 因为Γ1中的每个图均含有生成

树,除去含有自伴环的根节点以外,仅含有𝑛− 1条长

度为 1的有向路径. 每个节点的入度都为 1,故𝐴中各

个矩阵除去第 1个对角元之外, 不存在零行, 且每行

仅有一个大于零的元素,这𝑛 − 1个对角元都在该行

主对角元的左边,即对任意的元素 𝑎𝑖𝑗有

𝑖 > 𝑗, 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛− 1. (18)

假定𝑃𝑞1和𝑃𝑞2是𝑃 中任意两个矩阵, 𝑃𝑞12 =𝑃𝑞1 ⋅
𝑃𝑞2 . 在𝐴中显然存在两个与𝑃𝑞1和𝑃𝑞2对应的矩阵

𝐴𝑞1和𝐴𝑞2 ,使得𝑃𝑞𝑖与𝐴𝑞𝑖对应的有向图中所含的树

形结构相同, 𝑖 = 1, 2. 即除去根节点 𝑣1和没有孩子的

节点外, 相应节点的父节点和子节点都相同. 令 𝑝
(𝑘)
𝑖𝑗

和 𝑎
(𝑡)
𝑖𝑗 分别表示𝑃 和𝐴中各个矩阵的元素,其中 1 ⩽

𝑘 ⩽ 𝑚, 1 ⩽⩽ 𝑡 ⩽ 𝑟𝑛, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,即有 𝑝
(1)
11 , 𝑝

(2)
11 ,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝(𝑚)
11 , 𝑎

(1)
11 , 𝑎

(2)
11 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎(𝑟𝑛)11 均大于零.令𝐴𝑞12 =𝐴𝑞1 ⋅

𝐴𝑞2 ,下面通过计算得到𝑃𝑞12对应有向图的结构.

在𝐴𝑞12中,首先计算第 1行的元素,易见

𝑎
(𝑞12)
11 = 𝑎

(𝑞1)
11 ⋅ 𝑎(𝑞2)11 > 0,

即Γ (𝐴𝑞12)中顶点 𝑣1存在一个环.令𝑉1 = {𝑣1},单独

的节点 𝑣1可以看成一个生成树.

当 𝑖 = 2时,由式 (18)可知 𝑝
(1)
21 , 𝑝

(2)
21 , ⋅ ⋅ ⋅, 𝑝(𝑚)

21 , 𝑎
(1)
21 ,

𝑎
(2)
21 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎(𝑟𝑛)21 均大于零,因此有 𝑎

(𝑞1)
21 ⋅ 𝑎(𝑞2)11 =𝑎

(𝑞12)
21 >

0, 即在Γ (𝐴𝑞12)中, 存在一条从顶点 𝑣1到 𝑣2有向路

径. 令𝑉2 = {𝑣1, 𝑣2}, 即 𝑣1和 𝑣2构成一个子树, 且 𝑣1

含有环.

当 𝑖 = 3时, 在𝐴𝑞1中存在 𝑎
(𝑞1)
3𝑗 > 0, 且有 (1 ⩽

𝑗 < 𝑖):

1)若 𝑗 = 1, 因为根节点 𝑣1含有环,则有 𝑎
(𝑞2)
11 >

0, 由矩阵的乘法可知, 𝐴𝑞12中的元素 𝑎
(𝑞12)
31 = 𝑎

(𝑞1)
31 ⋅

𝑎𝑞211 > 0, 即在Γ (𝐴𝑞12)中存在一条从 𝑣1到 𝑣3的有向

路径,易见𝑉2和 𝑣3构成一个子树,且 𝑣1 ∈ 𝑉2,即 𝑣3的

父节点位于子树中,此时𝑉3 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3}.

2) 若 𝑗 > 1, 则因Γ (𝐴𝑞2)中存在一个生成树, 必

然存在一个顶点 𝑣𝑠,使得 𝑣𝑠到 𝑣3存在一条有向路径,

即 𝑎
(𝑞2)
3𝑠 > 0. 由矩阵的乘法可知, 𝐴𝑞12中的元素

𝑎
(𝑞12)
3𝑠 = 𝑎

(𝑞1)
3𝑗 ⋅ 𝑎𝑞2𝑗𝑠 > 0,

即在Γ (𝐴𝑞12)中存在一条从顶点 𝑣𝑠到 𝑣3的有向路径.

由式 (18)有 𝑗 < 3, 𝑠 < 𝑗, 因此有 𝑠 < 3, 即 𝑣𝑠 ∈ 𝑉2,

𝑣3的父节点位于子树中, 从而𝑉2和 𝑣3构成一棵新子

树,此时亦有𝑉3 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3}.

令 𝑎
(𝑞1)
𝑖𝑗 为𝐴𝑞1中异于 𝑎

(𝑞1)
11 , 𝑎

(𝑞1)
21 , 𝑎

(𝑞1)
3𝑠 的任意一

个非零元素, 3 < 𝑖 ⩽ 𝑛, 𝑗 < 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1. 类

似 𝑖 = 3情况的讨论,无论 𝑗为何值,在Γ (𝐴𝑞2)中必然

存在一个顶点 𝑣𝑠′ ,使得 𝑣𝑠′ 到 𝑣𝑗或者存在一条有向路

径, 或者 𝑣1存在环, 即 𝑎
(𝑞2)

𝑗𝑠′
> 0. 由矩阵的乘法可知,

𝐴𝑞12中的元素

𝑎
(𝑞12)

𝑖𝑠′
= 𝑎

(𝑞1)
𝑖𝑗 ⋅ 𝑎(𝑞2)

𝑗𝑠′
> 0,

即在Γ (𝐴𝑞12)中存在一条从顶点 𝑣𝑠′ 到 𝑣𝑖的有向路径,

且有 𝑠
′
< 𝑖,即 𝑣𝑠′ ∈ 𝑉𝑖−1, 𝑣𝑖的父节点位于𝑉𝑖−1中,可

得𝑉𝑖−1和 𝑣𝑖构成一个生成树, 此时𝑉𝑖 = {𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑣𝑖}.

综上所述, 当 𝑖 = 𝑛时, 𝑉𝑖 = 𝑉𝑛 = {𝑣1, 𝑣2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛}, 𝑉𝑛中的顶点构成一个生成树, 且 𝑣1含有环,

即Γ (𝐴𝑞12)中恰好含有一个生成树,且根节点含有环.

在不考虑数值大小的情况下,有𝐴𝑞12 ∈ 𝐴.

因为𝑃𝑞𝑖中的元素不少于𝐴𝑞𝑖中的元素, 且各个

矩阵中的元素有限, 所以存在足够小的正数 𝜀𝑖, 使

得𝑃𝑞𝑖 ⩾ 𝜀𝑖 ⋅𝐴𝑞𝑖 , 𝑖 = 1, 2成立,即

𝑃𝑞12 = 𝑃𝑞1 ⋅ 𝑃𝑞1 ⩾ 𝜀1 ⋅ 𝜀2 ⋅𝐴𝑞12 = 𝜀1 ⋅𝐴𝑞1 ⋅ 𝜀2 ⋅𝐴𝑞2 ,

故Γ (𝑃𝑞12)含有一个生成树,且根节点含有环.依此类

推, 𝑃𝑖1 ⋅ 𝑃𝑖2 ⋅ ⋅ ⋅𝑃𝑖𝑘中相邻的两个矩阵可以用𝐴中的

一个矩阵进行放缩. 重复上述过程,最终存在某个足

够小的正数 𝛾,使得𝑃 中的任意乘积大于𝐴中的某个

矩阵,即式 (17)成立. 2
由于𝐴𝑝是SIA矩阵,由引理 4可知, 𝑃 中任意矩

阵的乘积是 SIA矩阵,基于引理 8,有下面结果.

定定定理理理 2 令 {𝒢[1],𝒢[2], ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒢[𝑘]}是一致有界、
互不相交时间区间 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ )上系统的
动态通信结构图, 每个图含有一个生成树, 且相同的

根节点含有环,则使用协议 (4),多智能体系统可以渐

近实现一致性.

证证证明明明 令𝐷[𝑘]是基于动态通信结构图和权值

𝛼𝑖𝑗 [𝑘]的传递矩阵, 则由引理 8, 任意𝐷[𝑘]的乘积是

SIA矩阵, 余下部分证明类似文献 [3]的定理 3.10, 略

去. 2
可见,系统中使用自身信息的智能体可以在系统

中作为领导者,其信息可以被全部智能体收到.
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3.2.2 全全全部部部智智智能能能体体体不不不使使使用用用自自自身身身状状状态态态信信信息息息的的的一一一致致致性性性

问问问题题题

下面给出𝑚个𝑛× 𝑛非负矩阵

𝐴 = {𝐴(1), 𝐴(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴(𝑚)} (19)

的乘积 (按照顺序),形式如下:

𝑃 (𝐴) = 𝐴(1)𝐴(2) ⋅ ⋅ ⋅𝐴(𝑚). (20)

对应于式 (19)和 (20)的有向图分别表示为

Γ (𝐴) = {Γ (𝐴(1)),Γ (𝐴(2)), ⋅ ⋅ ⋅ ,Γ (𝐴(𝑚))} (21)

和Γ (𝑃 (𝐴)). 假定在Γ (𝐴(1)), ⋅ ⋅ ⋅ ,Γ (𝐴(𝑚))中依次存

在如下有向边:

[(𝑣𝑖2 , 𝑣𝑖1), (𝑣𝑖3 , 𝑣𝑖2), ⋅ ⋅ ⋅ (𝑣𝑖𝑚 , 𝑣𝑖𝑚−1), (𝑣𝑖𝑚+1 , 𝑣𝑖𝑚)],

(22)

则称有向边 (22)为关于矩阵序列 (19)从节点 𝑣𝑖1

到 𝑣𝑖𝑚+1
的联合路径. 其中 (𝑣𝑖𝑗+1

, 𝑣𝑖𝑗 ) ∈ Γ (𝐴(𝑗)), 𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 在式 (22)中, 若 𝑣𝑖1 = 𝑣𝑖𝑚+1 ,则称关于矩

阵序列 (22)存在一条联合回路. 在式 (21)中假定存

在 𝑝条联合路径

[(𝑣
(𝑗)
𝑖2

, 𝑣
(𝑗)
𝑖1

), (𝑣
(𝑗)
𝑖3

, 𝑣
(𝑗)
𝑖2

), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑣(𝑗)𝑖𝑚+1
, 𝑣

(𝑗)
𝑖𝑚

)], (23)

其中 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝,若有 𝑣
(𝑗)
𝑖𝑚+1

= 𝑣
(𝑗+1)
𝑖1

,则称联合路

径

[(𝑣
(1)
𝑖2

, 𝑣
(1)
𝑖1

), (𝑣
(1)
𝑖3

, 𝑣
(1)
𝑖2

), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑣(2)𝑖1
, 𝑣

(1)
𝑖𝑚

)],

[(𝑣
(2)
𝑖2

, 𝑣
(2)
𝑖1

), (𝑣
(2)
𝑖3

, 𝑣
(2)
𝑖2

), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑣(2)𝑖𝑚+1
, 𝑣

(2)
𝑖𝑚

)],

...

[(𝑣
(𝑝)
𝑖2

, 𝑣
(𝑝)
𝑖1

), (𝑣
(𝑝)
𝑖3

, 𝑣
(𝑝)
𝑖2

), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑣(𝑝)𝑖𝑚+1
, 𝑣

(𝑝)
𝑖𝑚

)] (24)

为关于矩阵序列 (19)的 𝑝重联合路径. 在联合路径

(24)中, 若 𝑖(1)1 = 𝑖(𝑝)𝑚+1, 则称其为关于矩阵序列

(19)的 𝑝重联合回路. 用 𝑎
(𝑠)
𝑖𝑗 和 𝑎𝑖𝑗分别表示矩阵序

列 (19)中第 𝑠个矩阵𝐴(𝑠)和乘积矩阵 (20)的任意元

素,其中 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑚.

引引引理理理 9 令𝐴 = {𝐴(1), 𝐴(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴(𝑚)}表示𝑚

个非负不可约矩阵. 在矩阵序列 (19)中存在 𝑟条 𝑝𝑞(1

⩽ 𝑞 ⩽ 𝑟)重联合回路,其中有一个 𝑝𝑖 = 𝑛. 若 𝑝𝑞 (𝑞 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑖)互质,则乘积矩阵𝑃 (𝐴)为素矩阵.

证证证明明明 下面通过计算给出矩阵序列 (19)中联合

路径与联合 𝑝重联合回路和乘积矩阵之间的关系.若

联合路径 (22)存在,则意味着在矩阵序列 (19)中各个

矩阵中的元素 𝑎
(1)
𝑖1𝑖2

, 𝑎
(2)
𝑖2𝑖3

, 𝑎
(3)
𝑖3𝑖4

, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎(𝑚)
𝑖𝑚𝑖𝑚+1

均大于零.

矩阵序列乘积的显示形式为

𝑃 (𝐴) = 𝐴(1)𝐴(2) ⋅ ⋅ ⋅𝐴(𝑚) = (25)[
𝑎𝑖𝑗 =

∑
𝑖1,𝑖2,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑚−1

𝑎
(1)
𝑖𝑖1

𝑎
(2)
𝑖1𝑖2

⋅ ⋅ ⋅ 𝑎(𝑚)
𝑖𝑚−1𝑗

]
,

由式 (25)可知, 𝑎𝑖1𝑖𝑚+1 > 0. 若联合 𝑝𝑞重联合回路存

在,则在𝑃 (𝐴)中依次有

𝑎
𝑖
(2)
1 𝑖

(1)
1

> 0, 𝑎
𝑖
(3)
1 𝑖

(2)
1

> 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎
𝑖
(𝑝)
1 𝑖

(1)
1

> 0, (26)

其中 𝑖
(𝑗+1)
1 𝑖

(𝑗)
1 的上标 𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)用于区分 𝑝条

联合路径, 这意味着乘积矩阵𝑃 (𝐴)对应的有向图

Γ (𝑃 (𝐴))中的顶点 𝑣
𝑖
(1)
1
, 𝑣

𝑖
(2)
1
, 𝑣

𝑖
(3)
1
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣

𝑖
(𝑝)
1
构成了一

条长度为 𝑝的回路.

矩阵序列 (19)中的 𝑟条 𝑝𝑞 (1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑟)重联合回

路,对应着Γ (𝑃 (𝐴))中 𝑟条长度分别为 𝑝𝑞(1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑟)

的回路. 另外, 长度为𝑛的回路保证有向图Γ (𝑃 (𝐴))

是强连通的,因此𝑃 (𝐴)是不可约的,因为 𝑝𝑞(1 ⩽ 𝑞 ⩽
𝑟)互质,所以𝑃 (𝐴)是素矩阵. 2

引理 9表明, 若乘积矩阵对应的有向图含有一

条 𝑝重联合回路,则在乘积后的矩阵对应的有向图中,

存在一个长度为 𝑝的回路. 要求𝑛重联合回路存在,

是因为这样可以保证乘积矩阵的不可约性. 比如

𝐴1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 𝑎14

𝑎21 0 0 0

0 𝑎32 0 0

0 0 𝑎43 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐴2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 𝑎13 0

𝑎21 0 0 0

0 0 0 𝑎34

0 𝑎42 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

虽然两个矩阵都是不可约的,但是其乘积

𝐴1 ⋅𝐴2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 𝑎14𝑎42 0 0

0 0 𝑎21𝑎13 0

𝑎32𝑎21 0 0 0

0 0 0 𝑎43𝑎34

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
却不是不可约的. 对于全部智能体均不使用自身信息

的情况,还需要下面的引理.

引引引理理理 10 若 𝑣𝑖𝑖 , 𝑣𝑖2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑖𝑙(1 ⩽ 𝑖1, 𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑙 ⩽
𝑛)是Γ (𝐴)中长度为 𝑠的环, 则在Γ (𝐴𝑠)中节点 𝑣𝑖𝑖 ,

𝑣𝑖2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑖𝑙存在一个环, 其中𝐴是非负矩阵, Γ (𝐴)是

相应的有向图, Γ (𝐴𝑠)为𝐴𝑠对应的有向图.

定定定理理理 3 令 {𝒢1[𝑘], ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒢𝑚𝑘
[𝑘]︸ ︷︷ ︸

1

, 𝒢1[𝑘], ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒢𝑚𝑘
[𝑘]︸ ︷︷ ︸

2

,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝒢1[𝑘], ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒢𝑚𝑘
[𝑘]︸ ︷︷ ︸

𝑛

}为一致有界,互不相交时间区

间 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)上具有𝑛个智能体系统的动态通信结

构图, 𝒢𝑖[𝑘] (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ )是强连通
的, 且所有节点都不含有自伴环, 即所有智能体都

不能使用自身信息.在相应的时间区间上, 若 {𝒢1[𝑘],

𝒢2[𝑘], ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒢𝑚𝑘
[𝑘]} 中存在 𝑟(𝑘)条 𝑝

(𝑘)
𝑞 (1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑟(𝑘))

重联合回路, 且至少有一条包含全部顶点, 当且仅

当 𝑝
(𝑘)
𝑞 互质时,使用通信协议 (4),系统可以实现一致

性.

证证证明明明 令𝐷 = {𝐷1[𝑘], 𝐷2[𝑘], ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑚𝑘
[𝑘]}是对
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应于时变拓扑 {𝒢1[𝑘],𝒢2[𝑘], ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒢𝑚𝑘
[𝑘]}的矩阵集合,

在 {𝒢1[𝑘],𝒢2[𝑘], ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒢𝑚𝑘
[𝑘]}中存在一条包含全部顶

点的𝑛重联合回路,可以得到Γ (𝐷[𝑘])是不可约的. 互

质 𝑝
(𝑘)
𝑞 重乘积回路意味着Γ (𝐷[𝑘])中的初级回路是

互质的. 由引理 9可知𝐷[𝑘]=𝐷1[𝑘], 𝐷2[𝑘], ⋅ ⋅ ⋅, 𝐷𝑚𝑘
[𝑘]

是素矩阵, 则由引理 10可知, (𝐷[𝑘])𝑛的全部对角元

素为正. 再由文献 [3]的引理 3.9可知, (𝐷[𝑘])𝑛 (𝑘 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ )的任意乘积是 SIA矩阵. 进一步,由矩阵的有

限性和引理 2,一定存在一个常数向量 𝑦使得

lim
𝑘→∞

𝑥[𝑘 + 1] =

lim
𝑘→∞

𝐷[𝑘]𝑛𝐷[𝑘 − 1]𝑛 ⋅ ⋅ ⋅𝐷[1]𝑛𝑥[0] =

1⋅𝑦T ⋅ 𝑥[0],
因此系统可以实现一致性. 2
4 算算算例例例和和和仿仿仿真真真结结结果果果

本节首先给出所使用的两个有向图 (图 1和图

3)邻接矩阵的特征值和谱半径,用来验证引理 5的正

确性; 然后使用 7个智能体进行仿真实验, 分别给出

固定通信结构和动态通信结构下的信息一致性仿真

结果.

在图 1和图 3的邻接矩阵中,令其非零元素的值

彼此相等, 且行和为 1, 其特征值均用𝜆1 ∼ 𝜆7表示.

经计算,它们的特征值分别为: 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 𝜆3 = 𝜆4

= 𝜆5 = 𝜆6 = 𝜆7 = 0, 𝜆1 = 1, 𝜆2 = −0.250 0+0.661 4 ⋅
𝑤, 𝜆3 = −0.250 0−0.661 4⋅𝑤, 𝜆4 = 𝜆5 = 𝜆6 = 𝜆7 = 0.

由计算结果可知,行和 1均是两个随机矩阵唯一

模最大的特征值,验证了引理 5的正确性.

对于固定通信拓扑的一致性问题, 基于引理 5,

系统的通信拓扑采用图 3, 智能体的初始状态值为

𝑥(0) = [1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 7],使用协议 (4),系统可以渐近实现

信息一致性,结果如图 4所示.
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Agent 5
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图 4 固定通信结构系统的一致性

对于动态系统的一致性问题, 基于引理 8, 给出

4个 SIA矩阵, 各个矩阵对应的有向图均含有一个生

成树, 且根节点含有环. 智能体的初始状态𝑥(0) =

[1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 7], 步长为 𝑡 = 0.1 s. 通过任意随机正整数

对 4取余运算, 决定下一刻系统的拓扑切换, 用来表

示其动态性. 使用协议 (4),图 5表示时变拓扑情况下

的一致性结果.
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图 5 动态通信结构系统的一致性

由图 4和图 5可见,当部分智能体不使用自身状

态信息时,使用通信协议 (4),多智能体系统对于固定

和时变拓扑均可以很快实现信息一致性.

5 结结结 论论论

本文研究了允许多智能体系统中部分成员不使

用自身状态信息情况下的一致性问题.若系统的通信

拓扑非强连通,则其所含生成树的根节点具有自伴环

是必要的. 有向图的自伴环虽然不影响图的连通性,

但在其对应的邻接矩阵中决定着矩阵的结构,故其决

定着传递矩阵的 SIA性. 当全部智能体不使用自身状

态信息时,系统对通信拓扑的连通性要求较高且结构

复杂. 结果表明,即使智能体的硬件配置较低,通过相

互通信,仍可实现信息一致性,完成复杂任务.
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