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摘 要: 针对二进制可分辨矩阵属性约简方法在处理大数据集时的不足,首先给出两种二进制可分辨矩阵属性约

简的定义,并证明这两个属性约简定义与正区域的属性约简定义是等价的;然后,给出对二进制可分辨矩阵按条件

属性垂直划分后进行属性约简的方法; 为了进一步降低空间开销, 提出将垂直分解的二进制可分辨矩阵存于外部

介质中, 在约简过程中, 仅将所需部分调入内存, 由此设计启发式属性约简算法, 其时间和空间复杂度的上界分别

为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2)和𝑂(∣𝑈 ∣2);最后,理论分析和实验结果验证了该算法的正确性和高效性.
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Abstract: Attribute reduction algorithms based on binary discernibility matrix are disadvantageous to the larger database

sets. To overcome above shortcoming, firstly, the two definitions of attribute reduction based on binary discernibility matrix

are proposed. It is proved that attribute reductions acquired from the definitions are all equivalent to the attribute reduction

based on positive region. Then the method of attribute reduction is present, which is based on the vertically partitioned

binary discernibility matrix. In order to decrease the express of space, the partitioned binary attribute columns are all stored

on the external space. In the process of reduction, essential part is transferred into the memory merely. Based above, a

heuristic attribute reduction algorithm is designed, in which upper bounds of the time and space complexity are 𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2)
and 𝑂(∣𝑈 ∣2) respectively. Finally, both of theoretical analysis and experimental results show that the algorithms are correct

and efficient.
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0 引引引 言言言

粗糙集理论[1]是波兰数学家 Pawlak教授于 1982

年提出的一种处理含糊和不精确性知识的数学工具,

它能有效地分析和处理不精确、不一致、不完备的信

息,并从海量数据中发现隐含的知识. 属性约简是粗

糙集理论的核心内容之一, 常用的属性约简算法有:

基于信息熵的方法[2],基于正区域的方法[3]和基于可

分辨矩阵的方法[4-12].

Hu[5]根据Skowron可分辨矩阵[4]提出了一种

属性约简算法, 算法的时间和空间复杂度分别为

𝑂(∣𝐶∣2∣𝑈 ∣2)和𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2), 并不理想; 在对不一致决

策表进行处理时, 该算法求得的约简与正区域算法

求得的约简不一致. 支天云等[8]给出一种基于二进

制可分辨矩阵的属性约简算法, 该方法可以减少一

些空间开销,但其时间复杂度为𝑂(∣𝐶∣2 + ∣𝑈 ∣4),空间
复杂度为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2), 时空效率仍不理想, 并且同样

无法正确处理不一致决策表. 徐章艳等[9]提出了简

化的二进制可分辨矩阵的约简算法, 该算法解决了
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因决策表不一致造成的正区域约简和二进制可分辨

矩阵约简不一致的问题; 由于对决策表进行了简化,

使算法的时间和空间复杂度分别降为max{𝑂(∣𝐶∣2×
(∣𝑈 ′

pos∣∣𝑈/𝐶∣)), 𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣)}和max{𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ′
pos∣∣𝑈/𝐶∣)),

𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣)},但该算法并不是完备的约简,并且在处理

大数据集时空间开销仍是瓶颈. 杨萍等[10] 提出了利

用二进制可分辨矩阵中属性的区分度和区分率进行

属性约简, 该算法可以保证获得最小属性约简, 但区

分度和区分率的计算无疑增加了算法的开销,而且时

间和空间复杂度并没有得到本质的降低.

基于二进制可分辨矩阵的属性约简算法的空

间复杂度为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2),虽然有些算法对决策表简化
后, 构建了简化的二进制可分辨矩阵, 减少了一些

空间开销, 但空间复杂度没有根本性地改进, 仍高达

𝑂(∣𝐶∣∣𝑈/𝐶∣2); 尤其在处理多条件属性、多样本对象
的大数据集时,基于二进制可分辨矩阵的属性约简方

法仍显得力不从心. 对此,本文首先给出两个基于二

进制可分辨矩阵属性约简的定义,并证明由这两个定

义获得的约简与正区域的约简是等价的. 然后,给出

将二进制可分辨矩阵垂直划分成不同的二进制属性

列后, 进行属性约简的方法; 为了进一步降低空间开

销,提出将垂直分解的二进制属性存储于外部介质中,

在属性约简过程中仅将所需运算的二进制属性列调

入内存, 由此设计反向启发式属性约简算法, 算法的

时间和空间复杂度分别为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2)和𝑂(∣𝑈 ∣2).
1 决决决策策策表表表及及及其其其二二二进进进制制制可可可分分分辨辨辨矩矩矩阵阵阵

决策表𝑆 = (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑓). 其中: 𝑈为论域, 是对

象的有限集; 𝐴为属性集, 𝐴 = 𝐶
∪

𝐷且𝐶
∩

𝐷 = ∅,

𝐶为条件属性集, 𝐷为决策属性集; 𝑉 =
∪

𝑎∈𝐴

𝑉𝑎, 𝑉𝑎是

属性 𝑎的值域; 𝑓 : 𝑈 × 𝐴 → 𝑉 为信息函数, ∀𝑎 ∈ 𝐴,

𝑥 ∈ 𝑈 ,有𝑓(𝑥, 𝑎) ∈ 𝑉𝑎. 不失一般性,也为了便于操作,

假设𝐷仅有一个决策属性值,其取值范围是 1∼𝑛的

整数.

关于粗糙集其他一些概念可参见文献 [1].

本文研究建立在一致决策表的基础上,而对于不

一致决策表,可以先按照文献 [12]的方法将决策表一

致化后再进行.

性性性质质质 1 决策表𝑆 = (𝑈,𝐶
∪

𝐷,𝑉, 𝑓)中,设𝑃 ⊆
𝐶, POS𝑃 (𝐷) = {𝑥𝑖∣∀𝑥𝑗 ∈ [𝑥𝑖]𝑃 (𝑖 ∕= 𝑗), 有 𝑓(𝑥𝑖, 𝑃 ) =

𝑓(𝑥𝑗 , 𝑃 )且 𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) = 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷)}.
定定定义义义 1 决策表𝑆 = (𝑈,𝐶

∪
𝐷,𝑉, 𝑓), 其可分

辨矩阵定义为𝑴 = {𝑚𝑖𝑗}, 𝑚𝑖𝑗表示矩阵中第 𝑖行

第 𝑗列的元素,即

𝑚𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩
{𝑎∣𝑎 ∈ 𝐶}, 𝑓(𝑥𝑖, 𝑎) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝑎)

⋀
𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷);

∅, otherwise.

定定定义义义 2 决策表𝑆 = (𝑈,𝐶
∪

𝐷,𝑉, 𝑓),其二进制

可分辨矩阵定义为BM = {𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑎𝑘)}, 其中𝑚((𝑖,

𝑗), 𝑎𝑘)表示为

𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑎𝑘) =

⎧⎨⎩
1, 𝑓(𝑥𝑖, 𝑎𝑘) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝑎𝑘)

⋀
𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷), 𝑎𝑘 ∈ 𝐶;

0, otherwise.

例 1 表 1为一个决策表𝑆 = (𝑈,𝐶
∪

𝐷,𝑉, 𝑓).

其中: 条件属性𝐶 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝐷为决策属性.

表 1 决策表𝑆

𝑈 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝐷

𝑥1 1 1 0 1 1

𝑥2 1 0 1 0 3

𝑥3 0 1 0 0 2

𝑥4 1 1 1 0 1

𝑥5 0 1 1 1 2

𝑥6 0 0 0 1 3

𝑥7 0 0 0 1 3

理论上整个可分辨矩阵的空间开销为𝑂(∣𝐶∣ ×
∣𝑈 ∣2),二进制可分辨矩阵的空间开销为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2/2).
通过对例 1分析可以发现,如果存储整个可分辨矩阵,

则需要 7× 7 = 49个空间 (见表 2);若存储可分辨矩阵

上三角部分,则需要 21个空间;而二进制可分辨矩阵

仅需 16个空间 (见表 3).

表 2 可分辨矩阵𝑴

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

𝑥1 ∅ 𝑏𝑐𝑑 𝑎𝑑 ∅ 𝑎𝑐 𝑎𝑏 𝑎𝑏

𝑥2 ∅ 𝑎𝑏𝑐 𝑏 𝑎𝑏𝑑 ∅ ∅
𝑥3 ∅ 𝑎𝑐 ∅ 𝑏𝑑 𝑏𝑑

𝑥4 ∅ 𝑎𝑑 𝑎𝑏𝑐𝑑 𝑎𝑏𝑐𝑑

𝑥5 ∅ 𝑏𝑐 𝑏𝑐

𝑥6 ∅ ∅
𝑥7 ∅

表 3 二进制可分辨矩阵BM

(𝑖, 𝑗) 𝑎𝑏𝑐𝑑 (𝑖, 𝑗) 𝑎𝑏𝑐𝑑

(1, 2) 0111 (3, 4) 1010

(1, 3) 1001 (3, 6) 0101

(1, 5) 1010 (3, 7) 0101

(1, 6) 1100 (4, 5) 1001

(1, 7) 1100 (4, 6) 1111

(2, 3) 1110 (4, 7) 1111

(2, 4) 0100 (5, 6) 0110

(2, 5) 1101 (5, 7) 0110

当数据集中存在较多的重复对象和不一致对象

时,二进制可分辨矩阵的空间优势相对于一般的可分

辨矩阵将更加明显. 但是在处理多条件属性的大数据

集时,二进制可分辨矩阵往往会因空间开销过大而引

起内存溢出错误.
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2 两两两种种种二二二进进进制制制可可可分分分辨辨辨矩矩矩阵阵阵属属属性性性约约约简简简的的的等等等

价价价性性性

定定定义义义 3 设Red为决策表𝑆基于正区域的约简

集, 决策表对于 ∀𝑅 ⊆ 𝐶, 𝑅 ∈ Red满足以下两个条

件[1]:

1) POS𝐶(𝐷) = POS𝑅(𝐷);

2) ∀𝑎 ∈ 𝑅,有POS𝑅(𝐷) ∕= POS𝑅−{𝑎}(𝐷).

定定定义义义 4 决策表𝑆的二进制可分辨矩阵为BM,

令 ∃𝑅 ⊆ 𝐶, 若 ∃ 𝑎𝑘 ∈ 𝑅, 有𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑎𝑘) = 1, 则称

𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑅) ∕= 0;若 ∀𝑎𝑘 ∈ 𝑅,有𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑎𝑘) = 0,则称

𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑅) = 0.

定定定义义义 5 设RedBM为决策表基于二进制可分

辨矩阵BM的约简集, 对于 ∀𝑅 ⊆ 𝐶, 𝑅 ∈ RedBM满

足以下两个条件:

1) ∀0 ∕= 𝑚((𝑖, 𝑗), 𝐶) ∈ BM,有𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑅) ∕= 0;

2) ∀𝑎 ∈ 𝑅,𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑅) ∕= 0,有𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑅 − {𝑎})
= 0.

定定定理理理 1 RedBM是决策表𝑆基于二进制可分

辨矩阵的约简集, Red为𝑆基于正区域的约简集, 对

于𝑅 ⊆ 𝐶, 𝑅 ∈ RedBM,有𝑅 ∈ Red.

证证证明明明 首先证明 ∀𝑅 ∈ RedBM, 有POS𝐶(𝐷) =

POS𝑅(𝐷). 采用反证法证明. 假设 ∃𝑅 ∈ RedBM, 有

POS𝐶(𝐷) ∕= POS𝑅(𝐷). 由性质 1, ∃𝑥𝑖 ∈ 𝑈 , 有𝑥𝑖 ∈
POS𝐶(𝐷)但𝑥𝑖 ∕∈ POS𝑅(𝐷), 则 ∃𝑥𝑗 ∈ 𝑈(𝑖 ∕= 𝑗), 有

𝑓(𝑥𝑖, 𝐶) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐶)
⋀

𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷)和 𝑓(𝑥𝑖, 𝑅)

= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝑅)
⋀

𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷). 由定义 4知𝑚((𝑖,

𝑗), 𝐶) ∕= 0但𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑅) = 0,此与定义 5的条件 1)矛

盾,故POS𝐶(𝐷) = POS𝑅(𝐷).

然后证明 ∀𝑅 ∈ RedBM, ∀𝑎 ∈ 𝑅,有POS𝐶(𝐷) ∕=
POS𝑅−{𝑎}(𝐷). 采用反证法证明. 假设 ∃𝑅 ∈ RedBM,

∃ 𝑎 ∈ 𝑅, 有POS𝑅(𝐷) = POS𝑅−{𝑎}(𝐷). 由于𝑅 ∈
RedBM, 根据定义 5的条件 1), ∀ 0 ∕= 𝑚((𝑖, 𝑗), 𝐶) ∈
BM, 有𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑅) ∕= 0, 即 𝑓(𝑥𝑖, 𝑅) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝑅)

⋀
𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷). 由于𝑥𝑖, 𝑥𝑗的任意性, 有𝑥𝑖 ∈
POS𝑅(𝐷). 因为POS𝑅(𝐷) = POS𝑅−{𝑎}(𝐷), 所以𝑥𝑖

∈ POS𝑅−{𝑎}(𝐷). 由性质 1,有 𝑓(𝑥𝑖, 𝑅 − {𝑎}) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 ,

𝑅 − {𝑎})⋀ 𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷). 由定义 4, 进而有

𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑅 − {𝑎}) ∕= 0,这与定义 5的条件 2)矛盾,故

POS𝑅(𝐷) ∕= POS𝑅−{𝑎}(𝐷). □

定定定理理理 2 Red为决策表𝑆基于正区域的约简集,

RedBM为𝑆基于二进制可分辨矩阵的约简集, 对于

𝑅 ∈ 𝐶, 𝑅 ∈ Red,有𝑅 ∈ RedBM.

证明只需分 2步: 1) ∀𝑅 ∈ Red,有 ∀0 ∕= 𝑚((𝑖, 𝑗),

𝐶) ∈ BM, 有𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑅) ∕= 0; 2) ∀𝑅 ∈ Red, ∀𝑎 ∈ 𝑅,

∃𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑅) ∈ BM,有𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑅− {𝑎}) = 0. 类似于

定理 1,采用反证法即可得证.

定定定理理理 3 基于正区域的属性约简定义与基于二

进制可分辨矩阵BM的属性约简定义是等价的.

由定理 1和定理 2即可得证.

定定定义义义 6 设决策表𝑆的二进制可分辨矩阵为

BM,改进的二进制可分辨矩阵为MB = {𝑚𝑎
𝑖𝑗},其中

𝑚𝑎
𝑖𝑗 = 𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑎)(𝑎 ∈ 𝐶);对于𝑅 ⊆ 𝐶,有

𝑚𝑎
𝑖𝑗 =

∣𝑅∣∑
𝑘=1

𝑚((𝑖, 𝑗), 𝑎𝑘).

定定定义义义 7 在决策表𝑆中, 设 𝑎 ∈ 𝐶, 属性 𝑎在改

进二进制可分辨矩阵中的频率记为 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑎)满足

𝑓(𝑎) =
∑

𝑚𝑎
𝑖𝑗 , 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ ∣𝑈 ∣.

定定定义义义 8 设RedMB为决策表𝑆基于改进二进

制可分辨矩阵MB的约简集, 对于 ∀𝑅 ⊆ 𝐶, 𝑅 ∈
RedMB满足以下两个条件:

1) ∀0 ∕= 𝑚𝐶
𝑖𝑗 ∈ MB,有𝑚𝑅

𝑖𝑗 ∕= 0;

2) ∀𝑎 ∈ 𝑅, ∃𝑚𝑅
𝑖𝑗 ∕= 0,有𝑚

𝑅−{𝑎}
𝑖𝑗 = 0.

定定定理理理 4 定义 5的约简定义与定义 8的约简定

义是等价的.

定定定理理理 5 基于正区域的属性约简定义与改进的

二进制可分辨矩阵MB的属性约简定义是等价的.

3 基基基于于于垂垂垂直直直划划划分分分二二二进进进制制制可可可分分分辨辨辨矩矩矩阵阵阵的的的属属属性性性

约约约简简简

性性性质质质 2 对决策表𝑆 = (𝑈,𝐶
∪

𝐷,𝑉, 𝑓)按决策

属性值进行划分, 可分成 ∣𝑈/𝐷∣个部分 (其中 ∣𝑈/𝐷∣
表示𝑈/𝐷中等价类的数目),即 {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌∣𝑈/𝐷∣}共
∣𝑈/𝐷∣个类,则可分辨矩阵上三角部分非空元素个数

为

𝑁 =

∣𝑈/𝐷∣−1∑
𝑗=1

∣𝑌𝑗 ∣ ⋅
( ∣𝑈/𝐷∣∑

𝑖=𝑗+1

∣𝑌𝑖∣
)
< ∣𝑈 ∣2/2.

显然, 𝑁也是二进制可分辨矩阵中元素的个数.

例如, 例 1的决策表𝑆按决策值划分后, 获得决

策表𝑆′ (见表 4),其对应的可分辨矩阵为𝑀 ′ (见表 5).

其中: 𝑌1 = {𝑥1, 𝑥4}, 𝑌2 = {𝑥3, 𝑥7}, 𝑌3 = {𝑥2, 𝑥6, 𝑥7}.
于是𝑀 ′上三角部分非空元素个数和对应的二进制可

分辨矩阵中元素个数均为 2×(2+3)+2×(3) = 16个.

表 4 决策表𝑆′

𝑌𝑖 𝑈 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝐷

𝑌1

𝑥1 1 1 0 1 1

𝑥4 1 1 1 1 1

𝑌2

𝑥3 0 1 0 0 2

𝑥5 0 1 1 1 2

𝑌3

𝑥2 1 0 1 0 3

𝑥6 0 0 0 1 3

𝑥7 0 0 0 1 3
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表 5 可分辨矩阵𝑀 ′

𝑌𝑖 𝑈 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

𝑌1

𝑥1 ∅ ∅ 𝑎𝑑 𝑎𝑐 𝑏𝑐𝑑 𝑎𝑏 𝑎𝑏

𝑥4 ∅ 𝑎𝑐 𝑎𝑑 𝑏 𝑎𝑏𝑐𝑑 𝑎𝑏𝑏𝑐𝑑

𝑌2

𝑥3 ∅ ∅ 𝑎𝑏𝑐 𝑏𝑑 𝑏𝑑

𝑥5 ∅ 𝑎𝑏𝑑 𝑏𝑐 𝑏𝑐

𝑌3

𝑥2 ∅ ∅ ∅
𝑥6 ∅ ∅
𝑥7 ∅

将决策表𝑆按𝑈/𝐷划分成不同的决策类𝑌𝑖(1 ⩽
𝑖 ⩽ ∣𝑈/𝐷∣)后,二进制可分辨矩阵的计算只需在非同

类之间来完成,并且所需空间大小在计算前便可预先

知道 (即需占用𝑁个空间).

基于上述分析,可以将决策表𝑆按𝑈/𝐷分类后,

创建二进制可分辨矩阵;然后对二进制可分辨矩阵的

每个属性列进行垂直划分,分解成 ∣𝐶∣个二进制属性
列, 分别采用一维数组来存储, 则每个数组中的元素

个数为𝑁 , 即𝐶𝑖[1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ](1 ⩽ 𝑖 ⩽ ∣𝐶∣). 定义一个
累加和数组 Sum[1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ],且 Sum[𝑘]应满足

Sum[𝑘] =

∣𝐶∣∑
𝑖=1

𝐶𝑖[𝑘], 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁.

对于表 4的决策表𝑆′,采用上述数据结构构建二

进制可分辨矩阵,其描述如表 6所示.

表 6 二进制属性列𝐶𝑖和数组Sum

𝑁
𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4

Sum 𝑁
𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4

Sum
𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

1 1 0 0 1 2 9 1 1 1 1 4

2 1 0 1 0 2 10 1 1 1 1 4

3 0 1 1 1 3 11 1 1 1 0 3

4 1 1 0 0 2 12 0 1 0 1 2

5 1 1 0 0 2 13 0 1 0 1 2

6 1 0 1 0 2 14 1 1 0 1 3

7 1 0 0 1 2 15 0 1 1 0 2

8 0 1 0 0 1 16 0 1 1 0 2

3.1 垂垂垂直直直划划划分分分二二二进进进制制制可可可分分分辨辨辨矩矩矩阵阵阵的的的属属属性性性约约约简简简算算算法法法

根据上述研究, 下面给出基于垂直划分二进制

可分辨矩阵的启发式属性约简算法. 算法思路是: 初

始𝑅为∅,每次从𝐶 − 𝑅中选取一个具有最小初始频

率的属性𝐶𝑖,执行𝐶 ← 𝐶 −{𝐶𝑖},并将𝐶𝑖[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ]从

Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ]中减去.如果 Sum中出现新的 0值元素,

则对 ∀𝑘满足𝐶𝑖[𝑘] = 1(1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁)的 Sum[𝑘]清 0,并

将属性 𝑎加入约简𝑅中;如此反复,直到𝐶为∅, 𝑅即

为属性约简,通常为最小属性约简. 算法可描述如下.

算法 1 基于垂直划分二进制可分辨矩阵的启

发式属性约简算法.

输入: 决策表𝑆 = (𝑈,𝐶
∪

𝐷,𝑉, 𝑓), 𝐶为条件属

性集, 𝐷为决策属性集;

输出:属性约简𝑅.

Step 1: 𝑅 = ∅, 按决策属性分类𝑆, 得 {𝑌1, 𝑌2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌∣𝑈/𝐷∣},并计算得到𝑁 ;

Step 2: for 𝑖 = 1 to ∣𝐶∣ Do

Step 2.1: {创建𝐶𝑖[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ],统计 𝑓(𝑎𝑖);

Step 2.2: 执行 Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ] ← Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ] +

𝐶𝑖[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ]; }
Step 3: while (𝐶 ∕= ∅)

Step 3.1: {从𝐶−𝑅中选择具有最小初始 𝑓(𝑎𝑖)值

的属性,设为 𝑎;

Step 3.2: if (Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ] ← Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ] −
𝑎[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ]中产生新的 0值元素) then { 𝑅 ← 𝑅

∪{𝑎};
对于 ∀𝑘有 𝑎[𝑘] = 1(1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁),执行 Sum[𝑘]← 0;}

Step 3.3: 𝐶 ← 𝐶 − {𝑎}; }
Step 4: Output 𝑅.

在算法 1中,凡涉及等价类划分算法均采用基数

排序法来实现, 则Step 1的时间开销为𝑂(∣𝑈 ∣), Step 2

的时间开销为 2𝑂(∣𝐶∣𝑁). 因 Step 3.2的时间开销为

2𝑂(𝑁), Step 3的循环次数为 ∣𝐶∣,故 Step 3的时间开销

为 2𝑂(∣𝐶∣𝑁). 因此, 算法1总的时间开销为𝑂(∣𝑈 ∣) +
2𝑂(∣𝐶∣𝑁) + 2𝑂(∣𝐶∣𝑁) = 𝑂(∣𝑈 ∣) + 4𝑂(∣𝐶∣𝑁),时间复

杂度为𝑂(∣𝐶∣𝑁) < 𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2). 算法 1的空间开销主

要有两个方面: ∣𝐶∣个二进制条件属性数组𝐶𝑖和一个

属性累加和数组 Sum, 故空间开销为𝑂((∣𝐶∣ + 1)𝑁),

其空间复杂度为𝑂(∣𝐶∣𝑁),最大上界为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2).
3.2 改改改进进进的的的属属属性性性约约约简简简算算算法法法

对算法 1分析可以发现, 所有的𝐶𝑖数组并不是

同时参加运算,某一时刻只有一个𝐶𝑖数组参与运算.

因此,可以将所有的𝐶𝑖数组存放到外存中,当需要哪

个𝐶𝑖数组参与运算时再将其调入内存, 这样可以始

终保持内存中仅有一个𝐶𝑖数组和一个 Sum数组, 从

而大大节省了算法空间开销.

为此,对算法 1进行改进,具体算法描述如下.

算法 2 改进的属性约简算法.

输入: 决策表𝑆 = (𝑈,𝐶
∪

𝐷,𝑉, 𝑓), 𝐶为条件属

性集, 𝐷为决策属性集;

输出:属性约简𝑅.

Step1: 𝑅 = ∅, 按决策属性分类𝑆, 得 {𝑌1, 𝑌2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌∣𝑈/𝐷∣},并计算得到𝑁 ;

Step 2: for 𝑖 = 1 to ∣𝐶∣ Do

Step 2.1: {创建𝐶𝑖[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ],统计 𝑓(𝑎𝑖);

Step 2.2: 执行 Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ] ← Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ] +

𝐶𝑖[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ];

Step 2.3:将𝐶𝑖[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ]存于外存中; }
Step 3: while (𝐶 ∕= ∅)

Step 3.1: {从𝐶−𝑅中选择具有最小初始 𝑓(𝑎𝑖)值
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的属性,设为 𝑎;

Step 3.2:将 𝑎[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ]从外存调入内存;

Step 3.3: if (Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ]← Sum−𝑎[1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁 ]中

产生新的 0值元素) then {𝑅← 𝑅
∪

𝑎;对于 ∀𝑘有 𝑎[𝑘]

= 1(1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁),执行 Sum[𝑘]← 0; }
Step 3.4: 𝐶 ← 𝐶 − {𝑎}; }
Step 4: Output 𝑅.

如果忽略内外存交互的时间开销,算法 2与算法

1具有相同的时间开销和时间复杂度.算法 2的空间

开销仅为一个𝐶𝑖数组和一个 Sum数组所占用的空

间,故空间开销为𝑂(𝑁) + 𝑂(𝑁) = 2𝑂(𝑁),空间复杂

度为𝑂(𝑁),最大上限为𝑂(∣𝑈 ∣2).
3.3 算算算法法法复复复杂杂杂度度度比比比较较较

3.3.1 时时时间间间复复复杂杂杂度度度比比比较较较

算法 1和算法 2的时间复杂度一样,均为𝑂(∣𝐶∣×
∣𝑈 ∣2), 小于文献 [8]约简算法的时间复杂度𝑂(∣𝐶∣2 ×
∣𝑈 ∣4), 也小于文献 [9]约简算法的时间复杂度

max{𝑂(∣𝐶∣2(∣𝑈 ′
pos∣∣𝑈/𝐶∣)), 𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣)}.

3.3.2 空空空间间间复复复杂杂杂度度度比比比较较较

空间复杂度方面,算法 1和文献 [8]均为𝑂(∣𝐶∣ ×
∣𝑈 ∣2), 文献 [9]基于简化二进制可分辨矩阵约简算法

的空间复杂度为max{𝑂(∣𝐶∣(∣𝑈 ′
pos∣∣𝑈/𝐶∣)), 𝑂(∣𝐶∣ ×

∣𝑈 ∣)},而算法 2仅为𝑂(∣𝑈 ∣2). 可见算法 2的空间复杂

度低于算法 1、文献 [8]和文献 [9],并且算法 2占用的

空间不受条件属性个数的影响,因此, 在处理条件属

性𝐶较多的大数据集时,算法 2的空间效率优势尤其

明显.

3.4 实实实例例例分分分析析析

针对例 1, 采用算法1, 有 𝑓(𝑎) = 10, 𝑓(𝑏) = 12,

𝑓(𝑐)=𝑓(𝑑)=8. 其中: 𝑓(𝑐)=8最小,执行 Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ]

← Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ] − 𝑐[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ],无新的 0值元素产生;随

后 𝑓(𝑑) = 8最小,执行 Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ]← Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ]−
𝑑[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ],也无新的 0值元素产生; 再后 𝑓(𝑎) = 10最

小,执行 Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ] ← Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ] − 𝑎[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ],有

新的 0值元素产生, ∀𝑘将有 𝑎[𝑘] = 1(1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁)的

Sum[𝑘] ← 0,并将 𝑎加入约简𝑅中,有𝑅 = {𝑎}; 此时
只有 𝑓(𝑏) = 12, 执行 Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ] ← Sum[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ] −
𝑏[1 ⋅ ⋅ ⋅𝑁 ], 也有新的 0值元素产生, ∀𝑘将有 𝑎[𝑘] = 1

(1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁)的 Sum[𝑘] ← 0,并将 𝑏加入约简𝑅中,则

𝑅 = {𝑎, 𝑏}; 至此𝐶 = ∅,约简结束. 获得属性约简𝑅

= {𝑎, 𝑏}且为最小约简.

4 实实实验验验比比比较较较

为了比较一般二进制可分辨矩阵约简算法以及

本文算法 1和算法 2的性能,在P4 2.8 GHz, RAM 2 G,

VS.NET 2005平台的VC++环境下编程, 采用UCI

数据库中的数据集为测试数据, 设计两组实验方案

(算法A表示文献 [8]的属性约简方法; Time表示算

法执行时间, 单位为 s; Space表示算法的空间开销,

单位为兆; RL表示最小约简的属性数, RL𝐴、RL1和

RL2分别表示算法A、算法 1和算法 2获得约简的属

性数; 𝑆2/𝑆1表示算法 2空间开销与算法 1空间开销

的比值).

1) 选取UCI数据库中 7个数据集为测数据. 采

用算法A、本文算法 1和算法 2进行实验,结果见表 7

(算法 2忽略了内外存数据传输的时间开销).

表 7 3个算法的性能比较

数据集
样本

数量

属性

个数
RL

算法A 算法 1 算法 2
𝑆2/𝑆1/%

Time Space RL𝐴 Time Space RL1 Time Space RL2

Balance 625 4 4 0.17 0.94 4 0.019 0.94 4 0.019 0.58 4 61.7

Tic-Tac-Toe 958 9 8 0.92 2.36 8 0.089 2.36 8 0.089 0.72 8 30.5

Car 1 728 6 6 1.16 3.57 6 0.093 7.35 6 0.093 3.69 6 50.2

Chess 3 196 36 29 10.28 100.48 29 3.79 100.48 29 3.79 12.48 29 12.4

Mushroom 8 124 22 4 245.21 420.21 5 26.24 420.21 4 26.24 81.53 4 19.4

Nursery 12 960 8 8 196.29 673.73 8 21.27 673.73 8 21.27 281.10 8 41.7

Poker 25 010 10 7 Memory Overflow Memory Overflow 139.2 870.71 7 −

分析表 7,可以发现:

①由于算法 2忽略了内外存数据传输的开销,算

法 1和算法 2的时间开销相同, 且低于算法A; 随着

数据集的增大,算法 1和算法 2的时间优势逐渐明显,

这是由于算法 1和算法 2的时间复杂度均为𝑂(∣𝐶∣ ×
∣𝑈 ∣2),低于算法A的时间复杂度𝑂(∣𝐶∣2+ ∣𝑈 ∣4). 另外,

算法 1和算法 2可以获得最小属性约简, 而算法A

并不能保证获得最小属性约简. 例如, 对数据集

Mushroom进行约简, 算法A获得的并不是最小属性

约简.

② 算法A和算法 1具有相同的空间开销, 算

法 2的空间开销明显低于算法A和算法 1. 在处理

Poker数据集时, 由于算法A和算法 1占用空间过大,

导致内存溢出;而算法 2却可以很好地处理. 这是由

于算法 2并没有将整个二进制可分辨矩阵存储在内

存中,而是将二进制可分辨矩阵垂直分解后存放到外

部介质中, 仅将参与运算的属性列调入内存, 从而大

大节省了空间开销.
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③算法 2处理数据集Chess和Mushroom的空间

开销仅为算法 1的 12.4%和 19.4%, 而其余的数据集

为算法 1的 30% ∼ 62%. 造成这个现象的原因是算

法 1需存储 ∣𝐶∣个𝐶𝑖和一个 Sum, 而算法 2仅需存储

一个𝐶𝑖和一个 Sum,故条件属性越多,算法 2占用的

空间相对算法 1便越少. 如果将数据集按条件属性𝐶

的个数递增排序,则𝑆2/𝑆1将大致呈递减的顺序.

由上述分析可见,算法 1和算法 2在时间方面优

于算法A; 在空间开销方面算法 2优于算法A和算

法 1, 尤其在处理条件属性较多的大数据集时, 算法

2的空间效率优势突出.

2) 为了测试算法 1和算法 2空间开销随条件

属性数 ∣𝐶∣的增长变化情况, 对UCI的Chess数据集

(3 196条记录, 36个条件属性)分别取其前 5, 10, 15,

20, 25, 30和 36个条件属性进行测试, 结果如表 8和

图 1所示 (其中: 𝑁为二进制可分辨矩阵中元素个数;

Space 1和 Space 2分别表示算法 1和算法 2的空间开

销,单位为M).

表 8 算法 1和算法 2的内存开销与 ∣𝐶∣和𝑁的关系

∣𝐶∣ 5 10 15 20 25 30 36

𝑁 72 3 882 85 080 253 139 618 728 1 035 951 2 548 563

Space 1 0.02 0.08 1.66 6.08 17.85 34.76 100.40

Space 2 0.02 0.05 0.48 1.35 3.23 5.36 12.48
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图 1 两个算法内存开销与属性个数的关系

由图 1可见,随着条件属性的增加,算法 1的空间

开销迅速增加,而算法 2的空间开销增长缓慢. 例如,

当属性个数由 30个增加到 36个时, 算法 1内存开销

由 34.7 M增至 100.4 M, 增加了 65 M多; 算法 2内存

开销由 5.36 M增至 12.48 M,仅增加了约 6 M.

由前面的理论分析可知: 由于算法 2仅需存储一

个𝐶𝑖和一个 Sum, 其空间复杂度为𝑂(∣𝑈 ∣2). 从空间
复杂度上看,算法 2的空间开销应不受条件属性个数

的影响. 然而图 1结果表明: 算法 2随条件属性个数

的增加, 占用的空间也在增加. 这是由于算法 2实际

的空间开销为 2𝑂(𝑁), 随着条件属性的增加, 决策表

中不一致对象和相同对象个数减少,导致二进制可分

辨矩阵中元素数目𝑁增加. 例如,在有 30个条件属性

时, 二进制可分辨矩阵中元素的个数为 1 035 951; 当

有 36个条件属性时, 二进制可分辨矩阵元素的个数

增加到 2 548 563, 因而𝐶𝑖和 Sum数组中元素的个数

也由 1 035 951增加到 2 548 563. 元素个数增加了, 必

然导致算法 2的空间开销增大.如果二进制可分辨矩

阵元素的个数不随条件属性个数变化而变化 (假设一

直保持在 36个条件属性时的元素个数), 则算法 2的

空间开销始终是 12.48 M (即图 1中算法 2理论情况).

5 结结结 论论论

基于可分辨矩阵的属性约简算法,需要将整个可

分辨矩阵存储于内存中, 常因数据集较大,可分辨矩

阵需消耗很多空间, 从而造成内存溢出.采用二进制

可分辨矩阵虽然可以减少空间开销,也常常因大数据

集中含有条件属性过多而造成空间使用紧张. 为此,

本文提出对二进制可分辨矩阵按条件属性进行垂直

划分, 并将所分解的二进制属性列保存到外部介质

中, 在约简过程, 仅将当前需要的二进制属性列调入

内存进行运算,使内存中始终保持一个二进制属性列

数组𝐶𝑖和一个累加和数组 Sum. 然后,设计反向启发

式属性约简算法 (算法 2), 算法的时间和空间复杂度

上界分别为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2)和𝑂(∣𝑈 ∣2). 理论分析和实验
结果均表明该算法具有明显的时间和空间优势,适用

于多条件属性的大数据集.

随着网络技术的发展,分布式技术应用越来越广

泛,本文的属性约简方法如果能够充分利用分布式处

理技术,将会大大提高其处理速度.因此,针对不一致

信息系统,将分布式技术应用于属性约简是下一步的

研究工作.
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