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摘 要: 研究切换系统的共同Lyapunov函数存在问题.对于一类正切换系统,给出了共同Lyapunov函数存在的充分

条件.当系统矩阵集为二阶矩阵紧集时,给出了判断共同Lyapunov函数存在的方法,并给出了计算共同Lyapunov函

数的算法. 最后通过算例验证了所提出算法的有效性.
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Abstract: The existence of common Lyapunov functions for switched systems is studied. For a special positive switched

systems, a sufficient condition for the existence of common Lyapunov functions is given. While the system matrices are a

compact set of second order matrices, a method of determining the existence of common Lyapunov functions is obtained,

and an algorithm of common Lyapunov function is presented. Finally, some examples are given to verify the effectiveness of

the proposed method.
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0 引引引 言言言

近年来, 切换系统的稳定性研究引起了人们的

广泛关注[1-5]. 切换系统实际上是一类最简单的混杂

系统, 它由一组连续或离散控制子系统和切换规则

组成, 其中切换规则决定了某一时刻系统启动哪个

子系统[6]. 保证系统的稳定性的一个重要方法是寻

找共同Lyapunov函数,因此,证明共同Lyapunov函数

的存在性和计算其具体的表达式在理论上和实际应

用中有着非常重要的意义. 常见的一种较为简单的

共同Lyapunov函数是二次形式的函数[7-8],由于共同

Lyapunov函数的存在是系统稳定的充分条件,人们开

始寻找其他形式的共同Lyapunov函数[9-11].

对于一般意义上的切换系统研究在文献中较为

少见,人们大都对特殊的切换系统进行研究,给出了

系统稳定的代数条件和解析结果[12-14]. 其中较为重要

的一类切换系统是正切换系统,它广泛地应用于生物

学、经济学和社会科学等领域.正切换系统是指每个

子系统都是正系统,即只要系统的初始点非负,其后

的运动轨迹都非负.

本文将给出一类正切换系统共同Lyapunov函数

存在的充分条件,并针对子系统为二阶的离散切换系

统,给出求共同二次Lyapunov函数的方法.

1 预预预备备备知知知识识识和和和问问问题题题描描描述述述

下面给出一些数学记号和定义,并描述要解决的

两个问题.

𝑅𝑛表示𝑛维向量空间. 设 𝑣 ∈ 𝑅𝑛, [𝑣]𝑖表示向量

𝑣的第 𝑖个分量, ∥𝑣∥表示向量 𝑣的范数, 𝑣 ≻ 0表示

[𝑣]𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

𝑅𝑛×𝑛为𝑛阶矩阵全体组成的集合, 𝑆𝑛为𝑛阶对

称矩阵的全体.设𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐴T表示矩阵𝐴的转置,
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det(𝐴)表示𝐴所形成的行列式. 设𝐴 ∈ 𝑆𝑛, 𝜆max(𝐴)

表示𝐴的所有特征值中的最大值. 设𝑃 ∈ 𝑆𝑛, 𝑃 ≻
0表示𝑃 为正定矩阵, 𝑃 ≺ 0表示𝑃 为负定矩阵.

定定定义义义 1 设𝑆 ⊂ 𝑅𝑛, 如果对于任意的𝑥1, 𝑥2 ∈
𝑆, 0 ⩽ 𝜆 ⩽ 1,有𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2 ∈ 𝑆,则称𝑆为凸集.

定定定义义义 2 设𝑆为𝑅𝑛上的凸集, 𝑓(𝑥)为定义于𝑆

到𝑅𝑛上的函数. 如果对于任意的𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑆, 0 ⩽ 𝜆

⩽ 1,有

𝑓(𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2) ⩽ 𝜆𝑓(𝑥1) + (1− 𝜆)𝑓(𝑥2),

则称 𝑓(𝑥)为𝑆上的凸函数.

定定定义义义 3 𝑅𝑛中有限点集 {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚}的凸
包为如下的集合:{ 𝑚∑

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑖 ∣ 𝜆𝑖 ⩾ 0,

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖 = 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚
}
,

记作 co{𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚}.

考虑如下的正切换系统:

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝐴(𝑡) ∈ Λ, 𝑥(0) = 𝑥0. (1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 ⩾ 0, Λ ⊂ 𝑅𝑛×𝑛.

由于考虑在任意的切换下系统都是稳定的,假设

每个子系统本身都是稳定的. 否则,如果存在一个子

系统是不稳定的,则切换规则可以始终取这个不稳定

的子系统,显然整个切换系统是不稳定的.

系统 (1)稳定的一个充分条件是: 存在向量 𝑣,使

得

−𝐴T𝑣 ≻ 0, 𝐴 ∈ Λ. (2)

此时, 称𝑉 (𝑥) = 𝑣T𝑥为系统 (1)的共同线性正

Lyapunov函数,而向量 𝑣称为 (2)的共同解,或𝐴 ∈ Λ

存在共同向量 𝑣.

考虑离散切换系统

𝑥̇(𝑘 + 1) = 𝐴𝜎𝑥(𝑘). (3)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛, 𝑘为整数, 𝐴𝜎 ∈ Δ ⊂ 𝑅𝑛×𝑛.

系统 (3)稳定的一个充分条件是: 存在𝑃 ≻ 0,使

得

𝐴T
𝜎𝑃𝐴𝜎 − 𝑃 ≺ 0, 𝐴𝜎 ∈ Δ. (4)

此时, 称𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃𝑥为系统 (3)的共同二次

Lyapunov函数,而𝑃 称为 (4)的共同解.

2 正正正切切切换换换系系系统统统的的的Lyapunov函函函数数数
设𝐴𝑖 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘. 𝑃 为有界凸多面

体, 即𝑃 = co {𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑠}, 其中 𝑏𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠.

令𝐴(𝑏) = 𝐴0+𝜑1(𝑏)𝐴1+𝜑2(𝑏)𝐴2+⋅ ⋅ ⋅+𝜑𝑘(𝑏)𝐴𝑘,

𝑏 ∈ 𝑃 . 这里𝜑1(𝑏) : 𝑃 → 𝑅是一个线性函数, 𝜑𝑗(𝑏) :

𝑃 → 𝑅, 𝑗 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘是凸函数.

在系统 (1)中,取Λ = {𝐴(𝑏)∣𝑏 ∈ 𝑃},则可得到本

节要研究的系统

𝑥̇ = 𝐴(𝑏)𝑥. (5)

下面给出系统 (5)存在共同Lyapunov函数的充分条

件.

定定定理理理 1 对于前面所讨论的系统 (5), 如果 𝑠 +

𝑘 − 1个矩阵𝐴(𝑏1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴(𝑏𝑠),−𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝐴𝑘有共同

的向量 𝑣,则系统 (5)存在共同线性正Lyapunov函数.

证证证明明明 不妨假设𝜑1(𝑏) = 𝑏. 另外为了便于叙述

和证明,假设𝑃 = [0, 1]. 这样,只要证明在𝐴(0), 𝐴(1),

−𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝐴𝑘存在共同的向量 𝑣的条件下, 系统存

在共同线性正Lyapunov函数即可. 定理中所阐述的

条件下的证明是完全类似的.

因为𝜑𝑖(𝑏) (𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘)是凸函数, 对于 0 ⩽
𝑏 ⩽ 1,有

𝜑𝑖(𝑏) ⩽ 𝑏𝜑𝑖(1) + (1− 𝑏)𝜑𝑖(0).

由题设, 𝐴(0)和𝐴(1)存在共同向量 𝑣,所以

−(1− 𝑏)𝐴(0)T𝑣 − 𝑏𝐴(1)T𝑣 ≻ 0,

即

−𝐴T
0 𝑣 − 𝑏𝐴T

1 𝑣 − [𝑏𝜑2(1) + (1− 𝑏)𝜑2(0)]𝐴
T
2 𝑣−

⋅ ⋅ ⋅ − [𝑏𝜑𝑘(1) + (1− 𝑏)𝜑𝑘(0)]𝐴
T
𝑘 𝑣 ≻ 0,

从而有

−𝐴(𝑏)T𝑣 = −𝐴T
0 𝑣 − 𝑏𝐴T

1 𝑣 − [𝑏𝜑2(1)+

(1− 𝑏)𝜑2(0)]𝐴
T
2 𝑣 − ⋅ ⋅ ⋅ − [𝑏𝜑𝑘(1)+

(1− 𝑏)𝜑𝑘(0)]𝐴
T
𝑘 𝑣 − [𝜑2(𝑏)−

𝑏𝜑2(1)− (1− 𝑏)𝜑2(0)]𝐴
T
2 𝑣 − ⋅ ⋅ ⋅−

[𝜑𝑘(𝑏)− 𝑏𝜑𝑘(1)− (1− 𝑏)𝜑𝑘(0)]𝐴
T
𝑘 𝑣.

注意到上式中−𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝐴𝑘存在共同的向量 𝑣, 从

而系统 (5)存在共同线性正Lyapunov函数. □

推推推论论论 1 设多项式组

𝐴(𝛼) = 𝐴0 + 𝛼𝐴1 + 𝛼2𝐴2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛼𝑘𝐴𝑘,

Λ = {𝐴(𝛼)∣𝛼 ∈ [0, 1]},
若矩阵𝐴(0), 𝐴(1),−𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝐴𝑘有共同的向量 𝑣,则

系统 𝑥̇ = 𝐴(𝛼)𝑥存在共同线性正Lyapunov函数.

注注注 1 定理 1所描述的系统 (5)实际上是多项式

切换系统的推广.

例 1 考虑

𝐴(𝛼) = 𝐴0 + 𝛼𝐴1 + 𝛼2𝐴2,

Λ = {𝐴(𝛼)∣𝛼 ∈ [0, 1]}.
取

𝐴0 =

[
−0.712 5 0.776 4

0.551 3 −0.939 7

]
,
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𝐴1 =

[
−1.376 8 0.806 6

0.982 7 −1.373 8

]
,

𝐴2 =

[
1.044 7 −0.791 5

−0.747 0 1.156 8

]
.

因为𝐴0, 𝐴0 + 𝐴1 + 𝐴2,−𝐴2存在共同向量 𝑣 =

(1.149 9, 1.163 6)T,所以系统 𝑥̇ = (𝐴0+𝛼𝐴1+𝛼2𝐴2)𝑥

存在共同线性正Lyapunov函数.

3 二二二阶阶阶切切切换换换系系系统统统的的的共共共同同同Lyapunov函函函数数数
本节考虑系统 (3)中的Δ ⊂ 𝑅𝑛×𝑛为 2 × 2维的

矩阵所形成的紧集. 下面将给出系统 (3)的共同二次

Lyapunov函数的算法,即求矩阵𝑃 ≻ 0,使得

𝐴T𝑃𝐴− 𝑃 ≺ 0, 𝐴 ∈ Δ. (6)

由于𝑃 为正定矩阵,不失一般性,设𝑃 为

𝑃 =

[
1 + 𝑥1 𝑥2

𝑥2 1− 𝑥1

]
,

其中𝑥2
1 + 𝑥2

2 < 1.

令𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)
T, 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2)

T. 为了保证式 (6)

成立,需要考虑𝐴T𝑃𝐴 − 𝑃 的特征值都小于零. 为此,

定义

𝜙(𝑥) = max
𝐴∈Δ

𝜆max(𝐴
T𝑃𝐴− 𝑃 ),

其中𝜆max(𝐵)表示矩阵𝐵的特征值中的最大特征值

(这里𝐵是对称矩阵,所以其特征值为实数).

下面给出两个相关的事实:

1)设实对称矩阵

𝐵 =

[
𝑎 𝑏

𝑏 𝑐

]
,

则

𝜆max(𝐵) =
𝑎+ 𝑐+

√
(𝑎− 𝑐)2 + 4𝑏2

2
.

2) 𝜆max(𝐵)可以写成如下形式:

𝜆max(𝐵) = max
∥𝑣∥=1

𝑣T𝐵𝑣,

其中使得 𝑣T𝐵𝑣最大的 𝑣是𝐵的最大特征值所对应的

特征向量.

进一步,设

𝜙(𝑥) = max
(𝑣,𝐴),∥𝑣∥=1, 𝐴∈Δ

𝑣T(𝐴T𝑃𝐴− 𝑃 )𝑣, (7)

显然𝜙(𝑥)是一个凸函数.

这样,原问题便转化为如下的问题:

是否存在一个点𝑥 ∈𝐷 = {(𝑥1, 𝑥2)
T∣𝑥2

1 + 𝑥2
2 <

1},使得𝜙(𝑥) < 0.

为此,设 𝑥̂ = (𝑥̂1, 𝑥̂2)
T为𝐷中的任意一点,对应

的

𝑃 =

[
1 + 𝑥̂1 𝑥̂2

𝑥̂2 1− 𝑥̂1

]
.

假设𝐴 ∈ Δ,使得𝜆max(𝐴
T𝑃𝐴− 𝑃 )取到最大值,即

max
𝐴∈Δ

𝜆max(𝐴
T𝑃𝐴− 𝑃 ) = 𝜆max(𝐴

T𝑃𝐴− 𝑃 ).

另设 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2)
T, ∥𝑣∥ = 1是矩阵𝐴T𝑃𝐴 − 𝑃

的最大特征值所对应的特征向量. 向量 𝑣使得

𝑣T(𝐴T𝑃𝐴− 𝑃 )𝑣取得最大值,即

max
∥𝑣∥=1

𝑣T(𝐴T𝑃𝐴− 𝑃 )𝑣 = 𝑣𝑇 (𝐴T𝑃𝐴− 𝑃 )𝑣.

下面给出记号

𝑀̂ = det

[
[𝐴𝑣]1 [𝐴𝑣]2

[𝐴𝑣]2 [𝐴𝑣]1

]
+ det

[
𝑣1 𝑣2

𝑣2 𝑣1

]
,

𝑁̂ = 2[𝐴𝑣]1[𝐴𝑣]2 + 2𝑣1𝑣2,

𝑎̂ = (𝑀̂, 𝑁̂)T.

于是,有如下定理.

定定定理理理 2 下述不等式成立:

𝜙(𝑥) ⩾ 𝑥T𝑎̂+ 𝑣T𝐴T𝐴𝑣 + 𝑣T𝑣.

证证证明明明 因为

𝜙(𝑥) = max
(𝑣,𝐴),∥𝑣∥=1, 𝐴∈Δ

𝑣T(𝐴T𝑃𝐴− 𝑃 )𝑣 ⩾

𝑣T(𝐴T𝑃𝐴− 𝑃 )𝑣,

而

𝑣T(𝐴T𝑃𝐴− 𝑃 )𝑣 =

𝑣T𝐴T𝑃𝐴𝑣 − 𝑣T𝑃𝑣 =

(𝐴𝑣)T𝑃𝐴𝑣 − 𝑣T𝑃𝑣 =

([𝐴𝑣]1, [𝐴𝑣]2)

[
1 + 𝑥1 𝑥2

𝑥2 1− 𝑥1

][
[𝐴𝑣]1

[𝐴𝑣]2

]
,

所以

− (𝑣1, 𝑣2)

[
1 + 𝑥1 𝑥2

𝑥2 1− 𝑥1

][
𝑣1

𝑣2

]
=

(𝑥1, 𝑥2)

[
[𝐴𝑣]21 − [𝐴𝑣]22 + 𝑣21 − 𝑣22

2[𝐴𝑣]1[𝐴𝑣]2 + 2𝑣1𝑣2

]
+

[𝐴𝑣]21 + [𝐴𝑣]22 + 𝑣21 + 𝑣22 ⩾

𝑥T𝑎̂+ 𝑣T𝐴T𝐴𝑣 + 𝑣T𝑣. □

由前面的讨论,可以得到如下定理:

定定定理理理 3 设 𝑥̂ ∈ 𝐷,则有

𝜙(𝑥̂) = 𝑥̂T𝑎̂+ 𝑣T𝐴T𝐴𝑣 + 𝑣T𝑣.

根据定理 2和定理 3, 对于任意的点 𝑥̂ = (𝑥̂1,

𝑥̂2)
T ∈ 𝐷,可以计算出

𝜙(𝑥̂) = 𝑥̂T𝑎̂+ 𝑣T𝐴T𝐴𝑣 + 𝑣T𝑣.

如果𝜙(𝑥̂) < 0,则

𝑃 =

[
1 + 𝑥̂1 𝑥̂2

𝑥̂2 1− 𝑥̂1

]
是式 (6)的共同解,从而得到共同二次Lyapunov函数
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𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃𝑥. 否则, 集合𝐷中除去集合 {𝑥∣𝑥T𝑎̂ +

𝑣T𝐴T𝐴𝑣 + 𝑣T𝑣}, 剩余的集合记为𝐷1. 然后在𝐷1中

选取适当的点,重复上面的过程.

文献 [15]中指出, 对于任意的有界凸集𝐹 , 其面

积为𝑆. 设其形心为𝑀 ,则任意通过𝑀的直线把它分

成两部分,每一部分的面积至少是
4

9
𝑆. 在选取适当的

点时,可以选取图形的形心.

由前面的讨论,得到如下的算法 (设Δ为给定的

矩阵紧集):

1)取初始点𝑥1 = (0, 0)T.

2)计算 𝑣1和𝐴1使得式 (7)取得最大,并由式 (8)

计算 𝑎1. 如果Φ(𝑥1) < 0, 则停止; 否则, 在𝐷中删除

如下集合:

{𝑥∣𝑥T𝑎1 + (𝑣1)T(𝐴1)T𝐴1𝑣1 + (𝑣1)T𝑣1 ⩾ 0}.
3)计算剩余集合的重心𝑥2,重复步骤 2).

当Φ(𝑥𝑘) < 0或剩余的集合是空集时,算法停止.

此时,系统的共同二次Lyapunov函数为

𝑉 (𝑥) = 𝑥T

[
1 + 𝑥𝑘

1 𝑥𝑘
2

𝑥𝑘
2 1− 𝑥𝑘

1

]
.

例 2 考虑如下矩阵:

𝐴1 =

[
0.5 0

0 0.4

]
, 𝐴2 =

[
0.8 0

0 0.4

]
,

𝐴3 =

[
0.5 0

0 0.5

]
,

此时Δ = {𝐴1, 𝐴2, 𝐴3}.

令𝑥1 = (0, 0)T. 经计算𝐴1 = 𝐴2, 𝑣1 = (1, 0)T,

𝑎1 = (1.64, 0)T, Φ(𝑥1) = 1.64. 因为Φ(𝑥1) > 0, 所以

从𝐷中删去集合 {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)
T∣1.64𝑥1 + 1.64 ⩾ 0}.

显然,删去后的集合为空集 (如图 1),所以不存在共同

二次Lyapunov函数.

0 2-2

0

2

x
1

x
2

1.64 +1.64=0x
1

图 1 不存在Lyapunov函数

例 3 考虑如下矩阵:

𝐴1 =

⎡⎣ 1

2
0

0
1

3

⎤⎦ , 𝐴2 =

⎡⎣ 1

3
0

0
1

4

⎤⎦ , 𝐴3 =

⎡⎣ 1

5
0

0
1

2

⎤⎦ .

经过同样的计算, 可以得到共同二次Lyapunov

函数为

𝑉 (𝑥) =
3

2
𝑥2
1 +

1

2
𝑥2
2.

4 结结结 论论论

本文研究了两类切换系统的共同Lyapunov函数.

对于系统矩阵为含参数的矩阵族,可以通过判断有限

个子系统是否存在共同Lyapunov函数来判断原系统

是否存在共同Lyapunov函数, 而有限个子系统是否

存在共同Lyapunov函数的问题研究得相对成熟一些.

对于系统矩阵为紧集时, 给出了一种简单的算法, 这

种删除算法在将来的研究中有待于推广到更高的维

数上.
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