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摘要 　讨论轴向矩形脉冲载荷作用下有限长理想弹性直杆中应力波的传播及其反射引起的分叉问

题 , 讨论此类动力屈曲问题中横向惯性效应的影响 ; 理论分析始终遵循着这样的思路 :在分叉的那

一瞬间 , 杆并没有横向惯性效应 , 目的是给出此类问题的一个合理提法 , 从理论分析和数值计算中

得到了许多重要的结论 , 理论分析所遵循的思路和所采用的方法对各类结构由于应力波的传播及反

射引起的分叉问题具有一定的意义.
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引 　言

各类轴向冲击载荷作用下直杆的弹、塑性动力屈曲问题的研究由来已久 ,对这一问题的研究

大都假设直杆具有某种形式的初缺陷 , 在分析塑性屈曲时认为 Shanley 不卸载假定成立 , 采用

放大函数法讨论杆中的这些初缺陷在冲击载荷作用下被激发的行为 , 然而这种方法有一定的缺

点 , 一方面它将分叉问题简单地等同于一个刚度问题或强度问题去处理 , 虽然不失为一个工程

上实用的方法 , 但却掩盖了分叉问题的物理本质 , 另一方面 , 放大倍数不但具有很大的随意性 ,

而且人为给出的较大的放大倍数在分析塑性屈曲时 , 是否会使 Shanley 不卸载假定不再成立 ,

也是一个值得认真对待的问题 , 同时 , 人们在分析动力屈曲问题时 ,极少考虑波动效应 , 近几年

来 , 国内一些学者在这方面做了一些有益的尝试[1～6 ] , 然而在这一问题的许多方面仍未能达成

共识 ,研究工作尚存在着以下一些不足 :

1) 大都不考虑应力波效应 , 采用初缺陷理论、放大函数法.

2) 大都仅涉及弹性波且不考虑应力波在边界处的反射.

3) 理论分析上 , 都以半无限长杆为研究对象 , 并且将波阵面视为固定端约束的情形.

4) 在对应力波引起的动力屈曲问题进行理论分析时 ,是否应计及横向惯性效应 ,人们尚未

能达成共识.

5) 大都仅考虑应力纵波的影响 , 未能计及动力屈曲问题中的弯曲波效应.

因此对这一问题仍需进行大量的工作 , 特别是从理论和实验二个方面揭示波动效应和动力

屈曲问题的内在联系. 针对以上几方面的不足 ,本文讨论了有限长理想弹性直杆在轴向载荷作

用下的动力屈曲问题 , 分析了轴向应力波的传播和反射对屈曲的影响 , 将屈曲问题归结为应力

纵波的传播和反射导致的分叉问题 , 从理论分析和数值计算中得到了许多重要的结论.
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1 　杆中应力状态分析

图 1 所示为一长为 L 的理想弹性直杆 , 二端固支 , 在左端输入一矩形脉冲载荷如图 2 所

示.

图 1 　二端固支理想弹性直杆

Fig. 1 　The ideal elastic column with

two fixed ends

图 2 　矩形脉冲载荷

Fig. 2 　The rectangular

pulse load

其中 :

σ(0 , t) =
- N c/ A　(0 ≤ t ≤Δt)

0 　( t >Δt)
分析　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　　　 　　　 　　　　　 同于一

(2)

图 3 　应力波在杆中的传播

Fig. 3 　the propagation of stress wave in the column

　　2) Δt < t ≤L / c 时 ,应力波尚未反射

σ( x , t) =
- N c/ A　( c ( t - Δt) ≤ x ≤ ct)

0 　(0 ≤ x < c ( t - Δt) , ct < x ≤L )
大函　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　　　 　　　 　　 　　　



σ( x , t) =

0 　(0 ≤ x ≤ c ( t - Δt) )

- N c/ A 　( c ( t - Δt) < x ≤2 L - ct)

- 2 N c/ A　(2 L - ct < x ≤L )

g　　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　　 　

(5)

　　5) L / c +Δt < t ≤2 L / c

σ( x , t) =
0 　(0 ≤ x ≤2 L - ct , 2 L - c ( t - Δt) ≤ x ≤L )

- N c/ A　(2 L - ct < x ≤2 L - c ( t - Δt) )
) Δ 　　 　　 　　 　　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　　 　 　 　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　　　 　　 　　　 　　 　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　 　　 　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　YN A S S　 　　 　　 　　 　　　　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　　　 　灼　　 　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　　　 　　　 　偎　　 　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　　　 　　繯　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　夼繯　 　　 　　　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　 　　 　　　 　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　 　　 　　　 　 　　　 　　　　 　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 wee

(12)

其中 k1 =
- α2 + α4 + 4ω2

2
, 　k2 =

α2 + α4 + 4ω2

2
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　　2) 如λ< 0 , 取λ= - ω′2 (ω′> 0) 则有

T ( t) = c1e
ω′
β t

+ c2e
-
ω′
β t

(13)

W
(4)

+α2 W
(2)

+ω′2 W = 0 (14)

其通解形如

W ( x) =

A 1sin k′1 x + A 2cos k′1 x + A 3sin k′2 x + A 4cos k′2 x 　(α4 ≥4ω′2)

B 1e
k′

3
x
sin k′4 x + B 2e

k′
3

x
cos k′4 x + B 3e

- k′
3

x
sin k′4 x + B 4e

- k′
3

x
cos k′4 x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(α4 < 4ω′2) 　　　 　　 　　 　　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 莲　 　　 　　　 　　允 麦　 　　 　　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 莲　 　　 　　　 　　　 麦　 　　 　　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 羶　 　　 　　 　　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 羶　 　　 　　 　　 　　 　　　　 　　岜老　 　 　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　 　　　　　 　 　

(16)

由 (12)

y ( x , t) =

( A 1e
ωx

+ A 2e
- ωx

+ A 3sin ωx + A 4cos ωx) sin
ω
βt +φ 　　　 　( ct < x ≤L )

( B 1e
k

1
x

+ B 2e
- k

1
x

+ B 3sin k2 x + B 4cos k2 x) sin
ω
βt +φ　 　　(0 ≤ x ≤ ct)

　　　 　　 　　 　　 　　　　　 　　　　　　　　 　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　　　 　　 　　　 　　　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　　　　 　　　　　　　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　哟　　 　　 　　　 　　 　　　 　　　 　諃　　 　　 　　　 　　 　　　 　讟　　 　　 　　　 　　　 　佥　　 　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　哟　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　炸　　 　　 　　　 　　 　　　 　诇　　 　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　訝　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　 　誰　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　讌　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　偈　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　覸　　 　　 　　　 　有　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　找　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　肿　　 　　 　　　 　坠　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　貰　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　臃　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　諆　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　滋　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　訝 　　 　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　諗 　　 　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　　 　撞 　　 　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　倨 　　 　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　　 　　　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　斟 　　 　　 　　 　　　 　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　纵 　　 　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　　 　　　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　卩 　　 　　 　　 　　　 　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　 　　　 　茇 　　 　　 　　 　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　　　 　　 　　　



式 (21) 给出了一个函数关系

f (ω, L ,α2 , x cr) = 0 (22)

　　由此不难发现 , 当λ=ω2 > 0 时 ,方程 (7) 给出一振荡型周期解 , 它表征的是杆在轴向载荷

作用下的横向振动而非屈曲 , 振动频率ω/β和载荷参量α2 , 应力波传播距离 x 0 有关 , 当载荷

达到某一临界值或应力波传播距离达到其临界长度时 , ω= 0 , 这意味着杆横向振动的周期变成

了无穷大 , 也即此时对应着分叉 , 或者说分叉条件是

λ = ω2 = 0 (23)

　　将 (23) 式和 (9) 式比较 , 我们不难发现此时动力方程转化为静力方程的形式 , 因此 , 在讨论

此类动力方程寻求分叉点问题时 , 不应计及横向惯性项 , 即可以通过静力形式的平衡方程非平

凡解来讨论动力分叉问题. 如果计及应力波的反射或涉及杆的弹塑性屈曲问题 ,仍然可以采用

类似的方法.

3 　分叉条件

从对横向惯性效应的讨论可以看出 , 对寻求分叉点的问题 ,可以通过静力平衡方程非平凡

解的讨论来描述. 为此 , 假定杆横向有一微小扰动 , 在不同的区域它应满足平衡方程. 0 ≤t ≤Δt

时 ,应力波未反射 ,是应力波传播的第一个阶段 ,在此阶段内 ,有

94 y
9x 4 +α2 92 y

9x 2 = 0　(0 ≤ x ≤ ct)

94 y
9x 4 = 0 　( ct < x ≤L )

　　 　　 　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　　 　 　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　



4 　算例和结论

在上述关于分叉问题的讨论中 , 我们最感兴趣的是分叉点处各有关参量的相互关系 , 下面

以一矩形截面铝合金杆为例进行了数值计算 , 横截面尺寸为 2510 ×1010 (mm2) , 弹性模量 E =

6198 ×1010 (N/ m2) ,应力波波速 c = 51115 ×103 (m/ s) .

当分叉发生在应力波传播的第一阶段时 , 情形和阶跃载荷作用下应力波未反射时相同. 图

6 即为其 N cr2x cr关系曲线.

根据上述矩形脉冲载荷作用下理想完善直杆中分叉问题的理论和数值分析 , 我们可以得出

以下一些主要结论 :

1) 随着应力波在杆中波及区域的不断增大 ,λ经历了一个由大变小的过程. λ> 0 时 , 对应

着前屈曲运动 ; λ= 0 时 , 对应着分叉. 此时应力波波阵面传播到了杆的临界屈曲长度. λ< 0 时

则对应着后分叉.

(a) 应力波反射前 N cr2x cr关系曲线 (第二阶段)

(a) The N cr2x cr curve before the reflection of

stress wave (the second stage)

(b) 应力波反射后 N cr2x cr关系曲线 (第三阶段)

(b) The N cr2x cr curve after the reflection of

stress wave (the third stage)

图 4 　N cr2x cr关系曲线

Fig. 4 　The N cr2x cr curves

2) 在有微小扰动的情况下 , 杆的前屈曲运动是一个轴向载荷作用下的横向振动 , 而并非一

个简单的平凡解. 分叉实际上是结构不能维持在平衡位置附近的微小横向振动而变成发散型运

动的过程 , 这和我们的直观想象是相同的.

3) 分叉条件是λ=ω2 = 0 , 不难发现此时动力方程转化为静力方程的形式 , 因此 , 在讨论

此类动力方程寻求分叉点问题时 , 不应计及横向惯性项 , 即可以通过静力形式的平衡方程的非

平凡解来讨论动力分叉问题. 如果计及应力波的反射或涉及杆的弹塑性屈曲问题 , 仍然可以采

用类似的方法.

4) 在分叉的那一瞬间 , 杆并没有横向惯性效应 , 但在进行后分叉分析时 , 横向惯性效应则

是必须考虑的 , 这是因为结构分叉之后的变化过程仍为一瞬态过程 , 且在这一变形过程中横向
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(a) 应力波反射前 N cr2x cr关系曲线 (第二阶段)

(a) The N cr2x cr curve before the reflection of

stress wave (the second stage)

(b) 应力波反射后 N cr2x cr关系曲线 (第三阶段)

(b) The N cr2x cr curve after the reflection of

stress wave (the third stage)

图 5 　N cr2x cr关系曲线

Fig. 5 　The N cr2x cr curves

图 6 　N cr2x cr关系曲线 (ΔT →∞)

Fig. 6 　The N cr2x cr curve (ΔT →∞)

变形是一主要变形. 在寻求分叉点时 , 横向惯性不是一个是否可以忽略的问题 , 而是一个是否

应该计及的问题.

5) 虽然我们可以利用静力方程寻求分叉点 , 但是杆的屈曲临界载荷却和通常的欧拉静力

临界载荷值有很大差别 , 即此时杆的临界屈曲载荷不仅与应力波传播的距离有关 , 而且和杆长

有关 , 也就是说应力波未波及的区域对杆的屈曲也做出了贡献.

6) 当杆长 L →∞时 , 阶跃载荷作用下杆的临界屈曲载荷也就相当于长为 ct 的杆的欧拉静

力屈曲载荷 , 此时 , 在波阵面 x = ct 处相当于固定端的情形. 而对有限长杆 , 在波阵面 x = ct
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处利用固定端的边界条件则显得缺乏足够的合理性.

7) 杆长 L →∞时相当于一个半无限长杆 , 因此将有限长杆的实验结果和以半无限长杆为

模型的理论分析结果进行对比必须十分小心 ,这种比较只有当实验杆具有足够长度时才有意义.

8) 矩形脉冲应力波传播的前三个阶段对理想完善直杆的分叉起了至关重要的作用 , 它们

分别为 :0 ≤t ≤Δt 时 , 此时应力波无反射 ;Δt < t ≤L / c 时 , 应力波仍未反射 ; L / c < t ≤L / c +

Δt / 2 , 此时应力波在固定端已发生了第一次反射 , 其中应力波传播的第一个阶段和阶跃载荷作

用下应力波未反射时的情形相同. 若杆在这三个阶段不发生屈曲 , 则它在应力波传播的其它阶

段将不再屈曲.

9) 图 4～图 6 表明 , 若要使杆在轴向应力波传播的初期发生屈曲需要较高的应力幅值 (对

同一长度的杆) , 随着应力幅值的减小 , 杆的临界屈曲长度或临界屈曲时间逐渐增大 , 以至于只

有当应力波在固定端发生反射之后杆才会发生屈曲 , 此时 , 随着应力幅值的减小 , 杆的临界屈

曲时间逐渐增大而杆的临界屈曲长度则逐渐减小.

10) 同一应力幅值作用下的杆 , 杆越长也就越容易屈曲 , 其临界屈曲时间就越短 ; 较短的

杆屈曲时需要的应力水平较高 , 对相同长度的杆 , 在应力波幅值相同的情形下 , 载荷持续时间

越长临界屈曲时间越短 , 若载荷持续时间相同 , 则应力波幅值越高临界屈曲时间越短 , 这和我

们的直观想象是相同的.

11) 对某一长度的杆 , 杆的临界屈曲长度 (或临界屈曲时间) 位于某一范围时 , 它将对所加

的应力幅值非常敏感 , 应力幅值的任何微小变化都将导致杆的临界屈曲长度 (或临界屈曲时间)

产生一个巨大的差异 , 由于动力屈曲实验大都以测量临界屈曲时间为主要目的 , 因此这一特点

将给实验研究带来极大的困难.

12) 若杆的屈曲发生在应力波传播的第二个阶段 , 对二端固定的杆而言 , 由于应力波的传

播具有对称性 , 其屈曲只可能发生在应力波传播到杆的中部之前 ; 若杆的屈曲发生在应力波传

播的第三个阶段 , 其屈曲只可能发生在应力波反射后传播到杆的中部之前 , 当然 , 对其它非对

称边界条件的杆不再具有这一特点.

在结构的动力屈曲问题中考虑应力波效应是十分必要的 , 也许只有这样才能更好地理解动

力屈曲问题中所谓“动力”的含义 , 本文在理想弹性直杆的动力屈曲问题中考虑了应力波效应的

影响 , 同时讨论了应力波反射引起的分叉问题 , 对这一问题的许多方面提出了自己的看法 , 理

论分析所遵循的思路和所采用的方法对各类结构由于应力波的传播及反射引起的分叉问题具有

一定的意义.
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BIFURCATION CAUSED BY THE STRESS

WAVE IN COL UMNS
1)
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3 ( Peking U niversity , Beijing 100871 , China)

Abstract 　The elastic or plastic dynamic buckling of columns under different kinds of axial impact

loading has been studied for a long time. When studying this problem , most researchers usually as2
sume that the column has some imperfections and analyze the developing course of this imperfection

under impact load by the amplification function method. Although the method is very practical in

engineering , it has some defects. On the one hand , the bifurcation problem is analyzed like a

strength or stiffness one , so its essential pecularity is covered up , on the other hand , the amplifica2
tion is given as one pleases , when the plastic buckling is concerned , and if the amplification is larg2
er , we should pay attention to the fact whether Shanley’s hypothesis is t rue or not .

A few reports on the dynamic buckling considering the effect of st ress wave have been found ,

but the reflection of st ress wave are not taken into consideration up to now.

In this paper , the bifurcation problem of an elastic coumn with finite length is studied. It’s dy2
namic buckling under the rectangular load is reduced to a bifurcation problem caused by the propaga2
tion of axial st ress wave. The critical buckling condition is given with reflection of the elastic st ress

wave being taken into account . The lateral inertia effect is discussed. The theoretical analysis shows

that at the instant when the bifurcation occurs there is not any lateral inertia effect . Numerical com2
putation and conclusions are presented.

Key words 　st ress wave , lateral inertia effect , bifurcation
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