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摘要　研究一类存在间隙的多自由度振动系统的动态响应. 系统由线性元件构成,但其中一个元

件的最大位移不能超过由刚性平面约束所确定的阀值. 应用模态矩阵方法将系统解耦,并根据碰

撞条件和由碰撞规律所确定的衔接条件求得系统的周期运动及其稳定条件. 将L yapunov方法应

用于周期运动的扰动差分方程,导出了含不确定参数的碰撞振动系统周期运动的鲁棒 (Robust)稳

定性条件. 文末用一个二自由度系统阐明了方法的有效性.
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引 　言

运动元件间存在间隙的振动系统在机械或机器振动问题中常常遇到,当系统中某个元件的

振幅超过给定限值时将发生碰撞. 本质非线性是碰撞振动系统的基本特征,所以应用传统的解析

工具 (例如线性化方法)已不可能抓往系统响应的主要特点. 由于碰撞的存在,使系统响应呈现出

复杂的周期运动或混沌运动. 也正是由于碰撞的存在,使得这类系统的动态响应变得十分复杂.

因此, 已有的大部分研究工作都只考虑了单自由度系统模型[ 1～ 4 ]或二自由度系统模 型[ 5～ 7 ].

M asri[ 8 ] , N igm 和 Shabana [ 9 ]曾研究过多自由度碰撞振子的响应,但没有考虑周期解的稳定性.

舒仲周[ 10 ]对多体碰撞振动系统的周期运动及其稳定性问题提出了统一解法. 为了考虑较为一

般的情况,同时也由于系统参数多、表达式复杂,因此文献[10 ]着重讨论周期运动的求解方法,在

具体应用中尚有一定困难. A idanpaβaβ和 Gup ta [ 6 ]虽然求出了二自由度碰撞振动系统的周期运动,

但其表达式十分繁杂. 文献[6 ]的分析方法不仅很难应用于工程,而且就理论分析而言,用于研究

多自由度系也非常困难.

本文以文献[10 ]提出的求解方法为基础,研究存在间隙的多自由度系统的碰撞振动问题. 通

过矩阵运算给出周期运动所对应的初始条件及周期运动的扰动差分方程,从而导出其稳定条件.

对于含不确定参数的系统,则应用L yapunov方法研究扰动差分方程的稳定性,导出周期运动的

鲁棒稳定性判据.

1 　系统描述

考虑图1所示的 n 自由度振动系统. 质量为M 1, M 2,⋯,M n 的振子分别由线性弹簧
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图1 多自由度碰撞振子

F ig. 1 M ulti- degree of freedom impact osc illa tor

K 1, K 2, ⋯, K n及线性阻尼器C 1, C 2,⋯, C n相联接. 假定阻尼是Rayle igh型比例阻尼. 作用在

M 1,M 2,⋯,M n上的激励是简谐激励 F i (T ) = F i⋯, co s (8 T + ∆) ( i = 1, 2,⋯, n) . 当振子M 1的

位移X 1 (T ) 等于间隙B 时,它将与刚性平面相撞. 设碰撞由恢复系数R 确定,碰撞持续时间略去

不计. 不失一般性,设M 1 ≠ 0, K 1 ≠ 0 , 并记

F 0 = F 2
1 + F 2

2 + ⋯ + F 2
n ,　m i = m iöM 1,　K i = K iöK 1

Φi = C iö(2 K 1M 1 ) ,　Ξ = 8 ö K 1öM 1 ,　 t = K 1öm 1T

f i = F iöF 0,　 b = B K 1öF 0,　x i = X iK 1öF 0,　i = 1, 2,⋯, n

考虑比例阻尼 Φi = Γk i , 则系统在任意两次碰撞之间的无量纲化的运动微分方程为

M xβ + 2ΓK xα+ K x = F co s, (Ξt + ∆) (1)

式中“õ”表示对无量纲时间 t求导数, x = [x 1x 2⋯x n ]T 是无量纲的位移矢量, F = [ f 1f 2⋯ f n ]T

, 对角质量矩阵M = diag, [m i ] , 而

K =

k 1 - k 1

- k 1 k 1 + k 2 ω
ω ω - k n- 1

- k n- 1 k n- 1 + k n

(2)

　　设M 1与刚性平面在时刻 ti ( i = 1, 2,⋯) 发生碰撞. 以 t-
i 和 t+

i 分别表示碰撞前后的瞬时,则

无量纲化后的碰撞条件为

x 1 ( ti) = b , xα1 ( t-
i ) > 0 , i = 1, 2,⋯ (3)

　　根据碰撞恢复系数R 的定义,可得无量纲化后的衔接条件为

x + ( ti)

xα+ ( ti)
=

x ( t+
i )

xα( t+
i )

= D
x ( t-

i )

xα( t-
i )

, i = 0, 1, 2,⋯ (4)
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式中D = diag, [d i ] (d i = 1, i = 1, 2,⋯, n, n + 2,⋯, 2n; d n+ 1 = - R ) .

2 周期运动的存在性

令每次碰撞后的时刻为 t = 0 , 并以 (0, tj ) 表示此阶段的时间. 应用模态分析方法,取变换

x ( t) = uy ( t) (5)

式中 u 是模态矩阵,而 y ( t) 是系统的主坐标. 经坐标变换 (5) , 可将系统 (1)解耦为

yβ + 2diag{ΝiΞi}yα+ diag{Ξ2
i }y = F

-

co s (Ξt + ∆) (6)

式中 Ξi ( i = 1, 2,⋯, n) 是在无碰撞情况下系统的固有频率, Νi = ΓΞi, F
ˉ

[ f
—

1f
-

2⋯ f
—

n ]T =

(uTM u) - 1uT F . 记 Ξd i = Ξi 1 - Ν2
i , 容易求得微分方程 (6)的解为

y ( t) = diag{g i ( t) }A + diag (h i ( t) }B + 5 ( t) co s∆ + 7 ( t) sin∆ (7)

式中A , B 是与初始条件有关的常矢量,且

5 ( t) = [Υ1 ( t) Υ2 ( t)⋯Υn ( t) ]T ,　　7 ( t) = [Ω1 ( t) Υ2 ( t)⋯Ωn ( t) ]T

Υi ( t) = Χi co s Ξt + Βi sin Ξt ,　　Ωi ( t) = Βi co s Ξt2Χi sin Ξt

Χi =
(Ξ2

i - Ξ2) f
ˉ

i

(Ξ2
i - Ξ2) 2 + (2ΝiΞiΞ) 2 ,　　 Βi =

2ΝiΞiΞ f
ˉ

i

(Ξ2
i - Ξ2) 2 + (2ΝiΞiΞ) 2

g i ( t) = exp (- ΝiΞi t) sin (Ξd i t) , 　　 h i ( t) = exp (- ΝiΞi t) co s (Ξd i t)

( i = 1, 2,⋯, n)

　　将 (7)式微分后可得

yα( t) = diag{gαi ( t) }A + diag{hαi ( t) }B + 5α( t) co s∆ + 7α( t) sin∆ (8)

令 (7)和 (8)式中 t = 0 , 则可将A , B 用 y (0) , yα(0) 表出. 将A ,B 再代回 (7) , (8)式中,并注意

到变换 (5)得

x ( t)

xα( t)
= UW ( t)U - 1 x (0)

xα(0)
+ U E ( t)

co s∆
sin∆

(9)

式中 2n × 2n 阶块对角矩阵U = diag{u u} , 且

W ( t) =
W 11 ( t)　W 12 ( t)

Wα
11 ( t)　Wα

12 ( t)
,　　E ( t) =

5 3 ( t) 　 7 3 ( t)

5α3 ( t) 　7α3 ( t)
(10)
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这里 5 3 ( t) = [Υ3
1 ( t) Υ3

2 ( t)⋯Υ3
n ( t) ]T , 7 3 ( t) = [Ω3

1 ( t) Ω3
2 ( t)⋯Ω3

n ( t) ] , 且

　　　　Υ3
i ( t) = Υi ( t) -

ΝiΞi

Ξd i
g i ( t) + h i ( t) Χi -

Ξ
Ξd i

Βig i ( t)

　　　　Ω3
i ( t) = Ωi ( t) -

ΝiΞi

Ξd i
g i ( t) + h i ( t) Βi +

Ξ
Ξd i

Χig i ( t)　 ( i = 1, 2,⋯, n)

　　　　W 11 ( t) = diag{ΝiΞig i ( t) öΞd i + h i ( t) }

　　　　W 12 ( t) = diag{g i ( t) öΞd i}

　　考虑周期为 2N ΠöΞ的周期N 运动,则周期解应满足条件

x + (2N ΠöΞ)

xα+ (2N ΠöΞ)
=

x (0)

xα(0)
(11)

将衔接条件 (4)和周期性条件 (11)代入表达式 (9)可知,周期运动所对应的初始条件应满足

x (0)

xα(0)
= I - D UW

2N Π
Ξ U - 1

- 1

D U E
2N Π

Ξ
co s ∆
sin ∆

(12)

式中 I 是 2n × 2n 阶单位矩阵. 令

S = I - D UW
2N Π

Ξ U - 1
- 1

D U E
2N Π

Ξ (13)

这里, S = [sij ]是 2n × 2阶矩阵,其元素 s ij ( i = 1, 2,⋯, n; j = 1, 2) 完全由方程 (1)的系数矩阵

和碰撞恢复系数确定. 记 c = s11, s = s12 , 根据 (12)式第一式和碰撞条件 (3)可得

x 1 (0) = b = cco s ∆ + ssin ∆ (14)

由此可知,当 c2 + s2 Ε b2 时,系统存在周期N 运动. 由 (14)式求得

sin ∆ =
bs± c c2 + s2 - b2

c2 + s2 ,　co s ∆ =
bc º c2 + s2 - b2

c2 + s2 (15)

将 (15)式代入 (12)式,容易求得初始条件 x i (0) ( i = 2, 3,⋯, n) 和 xαi (0) ( i = 1, 2,⋯, n) , 将此初

始条件代入 (9)式即求得周期解. 为使所求周期运动是系统的真实运动, (15)式中“±”号的选取

应使在碰撞后的瞬时振子M 1的速度小于零,即 xα1 (0) < 0. 此外,由于振子M 1的位移受到刚性

平面的限制,其运动 (包括周期运动)应满足

x 1 ( t) < b ,　 0 < t < tj (16)

对于周期N 运动, (16)式中 tj = 2N ΠöΞ0条件 (16)可由周期解的表达式 (9)求出的具体数值来检

验.
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3　周期运动的稳定性与鲁棒稳定性分析

考虑周期运动在第 k 个周期的初瞬时 (第 k - 1次碰撞结束的瞬时)的扰动,见图2. 一般

图2 　 周期N 运动 (实线)和扰动运动 (虚线)

F ig. 2 Per iodic motion (sol id l ine) and perturbed motion (dashed l ine)

地,扰动运动和周期运动不是在同一时刻发生碰撞,设扰动运动 x
� ( t) 和周期运动 x ( t) 发生碰撞

的时刻相差△t = △∆öΞ. 不失一般性,将初始扰动考虑在碰撞超平面 x 1 = b上, 则扰动运动和

周期运动的初始相位差为△∆. 设扰动运动 x
� ( t) 在第 k - 1次和第 k 次碰撞结束时的瞬时状态

分别为

x
� (0) = x (0) + ∃x (0) ,　　 x

～
õ

(0) = xα(0) + ∃xα(0) (17)

和

x�′(0) = x (0) + ∃x ′(0) ,　　 x

～
õ
′(0) = xα(0) + ∃ xα′(0) (18)

显然, ∃ x 1 (0) = ∃ x ′1 (0) = 0. 记

z k = [ x 2 (0) ∃ x 3 (0)⋯ ∃ x n (0) ∃xα1 (0) ∃xα2 (0)⋯ ∃xαn (0) ∃∆]T

z k+ 1 = [∃x ′2 (0) ∃x ′3 (0)⋯∃x ′n (0) ∃ xα′1 (0) ∃xα′2 (0)⋯∃xα′n (0) ∃∆′]T
(19)

则由解的表达式 (9)微分可得

∃x ( t)

∃x ( t)
= UW ( t)U - 1

∃x (0)

∃x (0)
+ U E ( t)

- sin∆
co s∆

∃∆ +

UWα( t)U - 1 x (0)

x (0)
+ U Eα( t)

co s∆
sin∆

∃ t + O (r2) (20)
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式中 r2 = úz k ú 2 . 注意到衔接条件 (4) , 由 (20)式得

∃x ′(0)

∃xα′(0)
= D UW

2N Π
Ξ U - 1 ∃x (0)

∃xα(0)
+ D U E

2N Π
Ξ

- sin∆
co s ∆

∃ ∆ +

D UWα 2N Π
Ξ U - 1 x (0)

xα(0)
+ U Eα 2N Π

Ξ
co s ∆
sin ∆

∃ t + O (r2) (21)

令

D UW
2N Π

Ξ U - 1 =
h

(0)　p

p 1 　H
(0) , D U E

2N Π
Ξ

- sin∆
co s ∆

=
h

(1)

H
(1)

D UWα 2N Π
Ξ U - 1 x (0)

xα(0)
+ U Eα 2N Π

Ξ
co s ∆
sin ∆

=
h

(2)

H
(2)

(22)

式中 h
(0) , h

(1) , h
(2) ∈R 1; p T , p 1, H

(1) , H
(2) ∈R 2n- 1; H

(0) ∈R
(2n- 1)× (2n- 1) 均与系统参数有关.

引入 (22)式的记号后,注意到 ∃x ′1 (0) = 0 , 则由 (21)式可求得

∃ t = -
1

h
(2) [p h

(1) ]z k + O (r2) (23)

注意到 ∃∆′= Ξ∃ t + ∃∆ , 则由 (21)～ (23)式得

Z k+ 1 = Gz k + O (r2) (24)

式中

G =

H
(0) -

1
h

(2) H
(2)

p H
(1) -

1
h

(2) h
(1)

H
(2)

-
1

h
(2) Ξp 1 -

Ξ
h

(2) h
(1)

(25)

　　引理 3. 1[10 ]由微分方程 (1)、碰撞条件 (3)和衔接条件 (4)构成的碰撞振动系统M IV S 的周

期运动的稳定性和差分方程 (24)零解的稳定性等价.

根据引理3. 1和 Perron 定理[ 11 ]即得

定理 3. 1　 如果矩阵G 的谱半径Θα(G ) < 1 , 则碰撞振动系统M IV S的周期N 运动是渐近

稳定的.

下面研究周期运动的鲁棒稳定性. 设系统的不确定参数 q∈Q < R l, Q 为给定闭集. 差分方

程 (24)可写成如下形式的不确定离散时间系统

Z k+ 1 = G 0Z k + ∃G (q) Z k + S (Z k , q) ,　 q∈Q (26)

式中 S (Z k , q) 是 Z k 的不低于二次的项.
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　　设矩阵G 0 是 Schu r稳定的 (Θ(G 0) < 1) , 则离散时间L yapunov矩阵方程

G T
0 PG 0 - P = - I (27)

存在唯一的正定矩阵解 P . 对任意矩阵A , B , 用 Ρ
2
(A ) 表示A 的最大奇异值; A Φ B 表示其对

应元素满足 a ij Φ bij; ûA û 表示以A 的元素 a ij 的绝对值为元素的矩阵,即 ûA û = [ûa ij û ] . 记矩

阵 # = [Χij ] , 而

Χij =
1
Ξ Ηij , Ηij = m ax

q∈Q
{û∃g ij (q) û} , Ε= m ax

i= 1, 2,⋯, 2n
j= 1, 2,⋯, 2n

{Ηij } (28)

则有 ∃G (q) Φ û∃G (q) û Φ Ε# . 令 # 1 =
1
2

(# T ûPG 0û + ûGT
0 P û# ) , # 2 = # T ûP û# .

　　引理 3. 2[12 ]　 如果矩阵G 0Schu r稳定,且

Ε< [ (Ρ
2

2 (# 1) + Ρ
2

(# 2) ) 1ö2 - Ρ
2
(# 1) ]öΡ

2
(# 2) > Ε0 (29)

则离散时间系统 (26)的零解鲁棒稳定.

根据引理3. 1和引理3. 2易得定理3. 2.

定理 3. 2 　如果矩阵G 0 Schu r稳定,且 (29)式成立,则碰撞振动系统M IV S的周期N 运动

鲁棒稳定.

4 数值算例

考虑一个二自由度碰撞振动系统. 设无量纲系统参数 Γ= 0. 1, R = 0. 6, f 2 = 0. 0 , 且

M =
1 　 0

0 　 1
, K =

1 - 1

- 1 2
(30)

　　下面分别讨论激振频率 Ξ和间隙 b对系统的周期运动及其稳定性的影响.

1) 间隙 b = 0. 考虑 Ξ取值分别为1. 2, 2. 4及2. 6的3种情况,显然 S 2 + C 2 Ε b2 成立. 根据

(25)式求得G , 再算出其谱半径知: Ξ= 1. 2, 2. 4和3. 6时,分别存在稳定的周期1、周期2和周期

3运动,如图3所示.

2) 激振频率 Ξ = 1. 0 , 间隙 b为不确定参数 ( 0. 2 Φ b Φ 1. 0) , 仅考虑周期1运动.

由 (13)式求得 s2 + c2 = 1. 74355. 因此,对任意 b∈ [0. 2, 1. 0 ] , 系统存在周期1运动. 取 b

= b0 = 0. 6 , 根据 (25)式求得

G 0 =

- 0. 177445 0. 039713 - 0. 070643 0. 345996

- 0. 020169 0. 323905 0. 144022 - 0. 213799

0. 262554 - 0. 049062 - 0. 179735 - 0. 154322

0. 090393 0. 292730 0. 161324 0. 112559

且

û∃G (b) û Φ Ε

0. 019349 0. 062658 0. 034531 0. 196054

0. 067327 0. 218037 0. 120160 1. 000000

0. 099814 0. 323237 0. 178136 0. 854205

0. 039599 0. 128237 0. 070672 0. 530487

, b∈ [0. 2, 1. 0 ]
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式中 Ε= 0. 313974. 将G 0代入L yapunov矩阵方程 (27)求得正定矩阵 P , 再利用 (29)式算得 Ε0

= 0. 343455. 因此,根据定理3. 2知系统的周期1运动在参数域Q = {b: 0. 2 Φ b Φ 1. 0}内是鲁

棒稳定的. 图4分别绘出了 b = 0. 2, 0. 6和1. 0时的周期运动和相应的相平面图 (xα1 - x 1) .

图4 　 周期运动 (x 1 - t) 和相图 (xα1 - x 1)

F ig. 4 Periodic mo tions (x 1 - t) andphase p lane po rtrits (xα1 - x 1)
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5 结 　 语

本文提出了研究具有间隙的多自由度系统的周期运动及其稳定性的分析方法. 由于充分运

用了矩阵运算的优越性,所得周期解的表达式及其稳定条件不仅比文献[ 6 ]给出的简单,而且适

用于具有任意有限个自由度的系统. 与文献[10 ]的工作比较,则本文的研究使多自由度碰撞振动

系统周期运动及其稳定性的分析方法又向实用的方面迈进一大步. 对于含不确定参数的碰撞振

动系统的研究表明,尽管系统的动态响应十分复杂,其周期运动的稳定性在某些参数域内仍具有

鲁棒性,这一点对工程应用无疑是十分重要的.
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PER IOD IC MOTIONS AND ROBUST STAB IL ITY

OF THE M UL TI- D EGREE- OF- FREEDOM

SY STEM SW ITH CL EARANCES

Cao D engqing
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Shu Zhongzhou
(D ep artm en t of E ng ineering M echan ics, S ou thw est J iaotong U niversity , Cheng d u 610031, Ch ina)

Abstract 　A n analysis is p resen ted fo r determ in ing the dynam ica l respon ses fo r a class of m u l2
t i2degree2of2freedom system s w ith clearances o r gap s. T he system s con sist of linear com po2
nen ts, bu t the m ax im um disp lacem en t of one of the m asses is lim ited to a th resho ld va lue by a

rig id w all. T he system is uncoup led by u sing m odal m atrix app roach. Based on the im pact ing

condit ion and the m atch ing condit ion acco rd ing to the im pact law , w e have derived the period ic

m o tion s and their stab ility condit ion s. T hen, app lying the L yapunov m ethod to the d ifference

equat ion s of d istu rbances of period ic m o tion s, the condit ion s fo r the robu st stab ility of the im 2
pact- vib ra t ing system s w ith uncerta in param eters are ob ta ined. T he effect iveness of the p re2
sen t app roach is dem on stra ted by app lying it to a tw o2degree2of2freedom system.

Key words　m u lt i2degree2of2freedom system , im pact2vib ra t ing, period ic m o tion, stab ility, ro2
bu st stab ility
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