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杆、梁离散和连续系统的振动
定性性质的统一论证

王其申 　　　　　　 王大钧
(安庆师范学院, 安徽安庆 246011) 　 (北京大学, 北京 100871)

摘要　采用极限过渡法, 从杆、梁差分离散系统刚度矩阵的符号振荡性导出相应系统格林函数的

振荡性, 从而统一论证了离散与连续系统的固有频率和模态的定性性质.
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引　言

研究振动系统固有频率和振型的定性性质有其重要的理论意义和应用价值. 对一般结构, 其

定性性质的研究十分困难, 目前只对单跨杆、梁的研究比较成熟, 有许多重要而漂亮的结

果[ 1～ 4, 6 ], 但也存在一些重要的缺陷. 不能将离散和连续系统作统一论证就是其中之一.

考察以下特征值问题

L y = Κp y 　　　　 (x ∈ I ) (1)

B 1y û x = 0 = 0, 　　　B z y û x = l = 0 (2)

这里L 是结构动力学中几类常见的二阶 (杆) 或四阶 (梁) 微分算子, B 21, B 22是相应的边界算

子, 点集 I = {x ûx ∈ [0, l ] ∪ y (x ) ¢ 0.

方程 (1) , (2)可以离散为如下特征值问题[ 1 ]

[A ]{u} = Ξ2 [M ]{u} (3)

这里[A ]是刚度矩阵, [M ]是质量矩阵. 对静定或超静定的杆和梁, 文献[2～ 4 ]已证明[A ]是符号

振荡矩阵, 由此可得杆、梁离散系统有以下基本特性:

1) 　 系统的频率是分离的, 可按递增次序排列为: (0 < ) Ξ1 < Ξ2 < ⋯ < ΞN ;

2)　 相应于 Ξi 的位移模态在 I 上恰有 i - 1 个变号数;

3)　 称以点 (x r, u r) (r = 0, ⋯,N + 1) 为顶点的折线为振型线, 则两相邻序号的振型线的

节点彼此相间.

方程 (1) , (2)也可化为积分方程特征值问题

y (x ) = Ξ2∫
l

0
G (x , s) Θ (s) y (s) ds 　 (x ∈ I ) (4)

借助振荡核理论[ 5 ] , 可证静定、超静定的杆和梁的格林函数是振荡核, 从而杆、梁连续系统的频

率模态有与离散系统完全类似的基本特性.
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　　研读文献[4, 5 ]后发现, 为了阐明频率和模态的基本性质, 离散系统依据符号振荡矩阵的理

论而连续系统则依据振荡核理论, 二者不协调. 其次, 证明杆、梁连续系统格林函数属于振荡核的

过程冗长繁杂, 而且杆和梁的推理过程差别很大. 能否从离散模型直接过渡到连续模型?为此本

文全面考察了两种模型之间的对应关系, 通过极限过渡, 成功地由离散模型的基本特性直接导出

了连续模型的相应特性.

1　 从柔度矩阵到格林函数

极限过渡法首先必须解决数学模型之间的对应关系. 即从离散系统的何种特性极限过渡到

连续系统的相应特性.

显然, 差分方程 (3)通过极限过程可以逼近微分方程 (1) [ 7 ]. 但由极限理论, 在此过程中上节

的性质1) , 3)不一定能保持.

考察另一途径. 从 (3)式的改写形式

{u} = Ξ2 [R ] [M ]{u} (5)

通过极限过程去逼近积分方程 (4). 这里 [R ] = [A ]- 1 = {r ij }N
1 是离散系统的柔度矩阵.

事实上, 方程 (5)的分量形式是

u i = ∑
N

j = 1
Ξ2 r ijm ju j = Ξ2∑

N

J = 1
r ij Θju j ( l j - 1 + l j ) ö2 　　 ( i = 1, ⋯,N ) (6)

式中 lr = x r+ 1 - x r = ¨ x r+ 1 (r = 0, ⋯,N ) 是差分步长. 当分点无限增多且 lr 同时趋于零时, 文

献[6 ]已证明对任意的 x , s ∈ I , 总存在这样的 i, j 使 x i- 1 Φ x Φ x i, x j - 1 Φ s Φ x j (0 Φ i, j Φ N

+ 1) 并有 rij  G (x , s)≈ G (x i, x j ) . 又由连续性有 Θj = Θ(x j )  Θ(s) , u i = y (x i)  y (x ) , u j  y (s)

. 这样, 代数方程 (5)以积分方程 (4)为极限.

2　 关于极限过渡的一个定理

在极限过渡法中, 为使系统频率和模态的基本特性得以保持, 如上所述, 单靠极限过程不行.

改而考虑这样的问题: 如果方程 (5) 中的柔度矩阵是振荡矩阵, 与之对应的格林函数 G (x , s) 是

否是振荡核?为此给出下述定理.

定理　 设有代数特征值问题

{u} = Κ [R ] [M ]{u} (7)

其中 {u} 是定义在 [0, l ] 上的分点 0 = x 0 < x 1 < ⋯ < x N < x N + 1 = l 上并去掉端点处可能的

零分量后的列向量, 若当N  ∞且 m ax
1Φ rΦ N + 1

∃ x r 0 时 [R ] 的元素 r ij 以函数G (x , s) 为极限, 则

当 [R ] 为振荡矩阵时G (x , s) 为克劳格核.

证明　根据克劳格核的定义 [ 5 ], 我们只要证明, 对 [0, l ] 内任意确定的点集 {Φr}n
1, {sr}n

1 ∈ I ,

成立下列不等式

G
Φ1, ⋯, Φn

s1, ⋯, sn

= det{G (Φi, sj ) }n
1 Ε 0 　 0 Φ

Φ1 < ⋯ < Φn

s1 < ⋯ < sn

Φ l (8)

001 力　　学　　学　　报 1997　年　第　29　卷

© 1994-2006 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



G
Ν1, ⋯, Νn

Ν1, ⋯, Νn

> 0　 (0 Φ Ν1 < ⋯ < Νn Φ l) (9)

为此, 把任意点集 {Νr}n
1 ∪ {sr}n

1 从小到大重新排列, 注意如果某个 Νr = sk 时二者合为一个

分点. 这样得新点集 {Γr}m
1 (m Φ 2n) . 以此为基础插入新分点组成满足定理条件的点集

{x r}N + 1
0 (N > m ) . 与此对应的离散系统具有特征值方程 (7) , 相应的矩阵 [R ] 是振荡矩阵. 因

振荡矩阵是完全非负矩阵, 故其子式R
i1, ⋯, in

j 1, ⋯, j n

Ε 0. 这里 ir, j r 分别是 Νr, sr 在点集 {x r}N + 1
0 中

的序号数. 又当N →∞且 m ax
1Φ rΦN + 1

∃x r → 0 时 rij →G (x , s) , 取极限即得 (8)式.

为了证明 (9)式, 我们借助结构动力学中应变能正定这一事实.

设想在点 Νj 上各作用一个集中力 F j ( j = 1, ⋯, n) , 则由格林函数定义, 系统内 Νi 处的位移

是 u i = ∑
n

j= 1
r ijF j , 系统内的应变能是

V = ∑
n

i, j= 1

r ij F iF j ö2 (10)

只要系统静定或超静定, 都有V > 0 , 故 (10)式右端为正定二次型, 亦即 (9)式成立. 定理证毕.

需要指出, 上述定理只能证明相应的格林函数是克劳格核. 从应用角度看, 这已够了, 因为在

由核的振荡性进一步推导频率和模态的基本特性时只用到 (8) , (9)两式[ 4 ].

3 　杆、梁连续系统核的振荡性

综上所述, 杆、梁差分离散系统的柔度系数 r ij 以相应格林函数为极限, 柔度形式的离散系统

运动方程组 (5) 趋于积分方程 (4) ; 另一方面, 静定、超静定的杆、梁离散系统的刚度矩阵是符号

振荡矩阵, 它的逆即柔度矩阵必为振荡矩阵[ 5 ]. 这样, 根据上节定理得出结论: 静定、超静定的

杆、梁连续系统的格林函数是克劳格核. 从核 G (x , s) 的振荡性到对称核 K (x , s) = G (x , s)

Θ(x ) Θ(s) 的振荡性的证明是显然的.

致谢　本文的工作得到胡海昌教授的启发和帮助, 笔者谨向胡海昌教授致谢.

101第1期 王其申等: 杆、梁离散和连续系统的振动定性性质的统一论证

© 1994-2006 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



参　考　文　献

1 何北昌等. Eu ler 梁有限差分模型的振动逆问题. 振动工程学报, 1989, 2: 1～ 7

2 王其申等. 二阶连续系统的离散模型频率和振型的定性性质. 振动与冲击, 1992, 3: 7～ 12

3 王其申等. Eu ler 梁的模态和频谱的一些定性性质. 振动工程学报, 1990, 4: 58～ 66

4 Gladw ell GM L. Inverse P roblem s in V ibration. M artinus N ijhoff Publishers. 1986, 中译本: 振动中的反问题, 王大钧, 何北

昌译. 北京: 北京大学出版社, 1991

5 Gantm akher FP, Krein M G. O scillat ion M atrices and Kernels and Sm all V ibration of M echanical System s, State Publish ing

House ofT echnical- T heo retical L iterature at M o scow. 1950. 1961 T ranslation, U. S. A tom ic Energy Comm ision

6 王其申, 王大钧. 杆、梁离散系统的柔度系数和连续系统的格林函数. 力学与实践, 1996, 18 (5)

7 南京大学数学系计算数学专业. 常微分方程数值解法. 北京: 科学出版社, 1979

U N IT ED PROO F FO R QU AL ITA T IV E PRO PER T IES

O F D ISCR ET E AND CON T INU OU S SYST EM S O F

V IBRA T IN G ROD AND BEAM

W ang Q ishen
( A nqing N o rm al Co llege, A nqing 246011, Ch ina)

W ang D ajun
(Pek ing U n iversity, Beijing 100871, Ch ina )

Abstract　A pp lying a m ethod of lim it t ran sit ion, w e have com e to the o scilla to ry p ropert ies of

Green’s funct ion s of con t inuou s system s from the sign o scilla to ry p ropert ies of st iffness m atri2
ces of d iscrete system s fo r a vib ra t ing rod o r beam.

Key words　rod, beam , m ethod of lim it t ran sit ion, qua lita t ive p ropert ies
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