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一种值得注意的动力学行为1)
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摘要　在讨论一类以 pattern 动力学为背景的二维平面映射时,发现了一种具有两个正L yapunov

特征指数的动力学行为. 分析表明这种行为可能来自于 snap back repeller. 进一步的理论工作有

待于深入.
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引　言

考虑如下典型的CM L 模型[ 1 ]

x n+ 1 ( i) = (1 - Ε) f (x n ( i) ) +
Ε
2

[ f (x n ( i - 1) ) + f (x n ( i + 1) ) ] (1)

其中 f (x ) = 1 - ax 2, n 代表离散时间, i代表格点的指标 ( i = 1, 2,⋯,N ) , Ε为耦合常数. 取

周期边界条件.

我们用对耦的相空间映射讨论 (1)的 pat tern 形成. 当N 为偶数时,模型 (1)在 R N空间中由

特征向量 (1, 1,⋯, 1) T 和 (1, - 1, 1, - 1,⋯, 1, - 1) T 所张成的不变子空间内约化的低维对耦相

空间映射为

x n+ 1 = 1 - a (x 2
n + y 2

n)

y n+ 1 = - 2a (1 - 2∈) x ny n

(2)

　　这个映射与[1 ]中数值发现的 Zigzag pat tern 存在有密切关系.

如果 a 是使L ogist ic映射 x n+ 1 = 1 - ax 2
n处于混沌的参数值,则 (2)在 (x , y ) 平面上存在反

映混沌性质的不变集合, ({x n}, y ≡0∞n= 0 , 其中 {x n}∞n= 0对应于L ogist ic映射中的混沌集. 因而与

过去研究“有序”到“无序”的方法不同, 讨论 Ε对 (2)的影响是研究由“无序”集存在给动力系统

动力学行为带来的影响. 由此对 (2)研究是有特殊意义的.

1　式 (2)的一维约化

映射 (2)存在一维不变集 ({x n}, y ≡ 0) ∞n= 0 , 为了讨论这不变集的稳定性, 用通常线性分析

方法, 得 (2)的两个L yapunov指数为

L E 1 = lim
n→∞

1
n

ln û2nanx 1x 2⋯ x nû

L E 2 = lim
n→∞

1
n

lnû2nan (1 - 2Ε) nx 1x 2⋯x nû = L E 1 + lnû1 - 2Εû
(3)
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对不变集 ({x n}, y ≡ 0) ∞n= 0 , L E 1和L E 2恰好代表 x 方向和 y 方向的L yapunov特征指数. 如果

a是L ogist ic映射具有混沌性态的参数值, 则 {x n}∞n= 0为混沌集, 故L E 1 > 0. 固定 a , 可选取适

当的 Ε, 使得L E 2 < 0此时不变集 ({x n}, y ≡ 0) ∞n= 0 的小扰动在 y 方向将收敛于 y ≡ 0. 因而

(2)在满足条件L E 2 < 0时将退化为一维混沌运动. 数值计算结果也证实了这一点.

2 　 式 (2)的奇怪的混沌动力学行为

设 (2)中∈0 满足L E 2 = L E 1 + lnû1 - 2∈0û = 0 ,则当 Ε< Ε0时, 对 (2)的一维约化条件

不满足, (2)的动力学行为本质上是二维的.

我们取 a = 1. 95 , 设 Ε∈ [0, 0. 22 ] , 对不同的∈计算 (2)的两个L yapunov指数 (注意由于

(2)没有退化为一维, 故它不代表 x 方向和 y 方向). 得到结果见图1.

图1 模型 (2)的 Ε- L yapunov指数图. 取 a = 1. 95 , Ε=
0. 22i
100

( i = 0, 1,⋯, 100) ,

去瞬态20000次后, 对10000次计算L yapunov指数

F ig. 1 T he p lo ts of Ε- L yapunov exponents fo r model (2). F ix a = 1. 95 , and take

Ε=
0. 22i
100

( i = 0, 1,⋯, 100) . L yapunov exponents are calcu lated fo r 10, 000

tim e step s after 20, 000 iteration of transien ts

图中低谷处代表L yapunov指数趋于 - ∞情况, 从图中可发现下列几种典型情况:

①两个L yapunov特征指数都大于零;

②一个L yapunov特征指数大于零, 另一个小于零;

③两个L yapunov特征指数均为负.

从相图中看, ③反映一些规则轨道, ②反映已经比较熟悉的奇怪吸引子[ 3 ]. 而①的情况更

值得注意. 为此我们仔细研究了这种情况. 对不同的 Ε进行探索, 在每一次数值试验都取足够

长时间 (30 000次迭代)作为瞬态, 多次重复试验发现有三种典型的情况, 它们分别由 Ε= 0. 01,

Ε= 0. 11和 Ε= 0. 2得到, 结果见图2 (图2是去掉瞬态后打印1 000次迭代所得点对 (x , y ) 而得).

从这些图中看出一个特点是, 点 (x , y ) 在一个有界区域内弥散开来, 这与通常收敛到低维

不变流形的奇怪吸引子是不同的.

对模型 (2) , 取 a = 1. 95对上述三种不同的 Ε值进行维数D 0 , D 1 和L yapunov指数L E 1 ,

L E 2 计算得到表1. 从维数和L yapunov 指数计算结果可以认为这是一种奇怪的混沌动力学行

为.
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图2 模型 (2)的点图. 取 a = 1. 95 , 迭代30 000次后,打印1 000次的结果

F ig. 2. T he p lo ts of (x n, y n) fo r model (2). T he p lo ts are overlayed fo r 1 000 tim e step s after

30 000 iteration of transien ts. F ix a = 1. 95

表1

T able 1

Ε D 0 D 1 L E 1 L E 2

0. 01 1. 797 349 1. 735 922 0. 575 020 0. 573 368

0. 11 1. 162 061 1. 107 673 0. 124 517 0. 126 183

0. 20 1. 645 521 1. 525 373 0. 479 264 0. 480 865

3 吸引性与混沌性质分析

对于CM L 模型 (2) ,若 ûx 0 + y 0û Φ 1, ûx 0 - y 0û Φ 1 ,则对一切 n∈N ,有 ûx n + y nû Φ 1,

ûx n - y nû Φ 1. 即在 (x , y ) 平面上存在一个以 (0, 0)为中心的菱形区域, 使式 (2)在该菱形区的

点不会跑出该区域. 进一步考虑该菱形周围点能否都进入该区, 为此, 按照式 (2)的特征值进行

分析和计算可知菱形区域边界上都存在不稳定的点,因而不能确保菱形区域邻近点出发的轨道

都进入该菱形区. 这样, 表面上看起来菱形是一个捕俘区, 但经线性化分析, 在其边界附近都

存在要离开这个区域的点. 这种情况与一维L ogist ic映射类同. 促使这些点不离开该区域的原

因也许是在这些点所表现的强烈的非线性作用. 因而是否能称为吸引子还需作进一步研究.

这类具有两个正L yapunov 特征指数的混沌的动力学行为在文献[ 3 ]中已经对两个耦合的

ten t 映射进行了研究. 利用这种映射的双曲性可以证明这种弥散集有唯一的混合不变测度. 但

对于实践中常见的非双曲情况, 由于理论上的困难没有进行讨论, 更没有把这种行为与高维系

统中 pat tern s动力学联系起来. 为了从理论上对这类两个正L yapunov特征指数行为作出分析,

我们引进M aro t to 意义下的混沌. M aro t to [ 4 ]给出了如下定义:

定义 设 f : R n→R n是一个可微映射. 对某个 r > 0, x ∈ R n是 f 在开球B r (x ) 中的扩张不

动点, 即对于任意 y ∈B r (x ) , D f (y ) 扩张, 若存在 x ∈B r (x ) , x 0 ≠ x 以及M > 0, 使得

f M (x 0) = x 和 ûD f M (x 0) û ≠ 0 , 则称 x 为 f 的一个 snap back repeller.

记ú. ú为R n 中范数, 可以证明

定理　 如果 f 有一个 snap back repeller, 则

1) 存在一个正整数 K ,使得对每一个整数M > K , f 有周期为M 的轨道.

2) f 有一个 so ram b led 集 S , S 为 f 的非周期的不可数集, 满足

(a) f n0 (S ) < S , 对某一 n0 > 0.
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　　 (b) Π x , y ∈ S , x ≠ y 有 lim
k→∞

sup ú f k (x ) - f k (y ) ú > 0 ,

(c) Π x ∈ S , Π p ∈ p er (f ) 有 lim
k→∞

sup ú f k (x ) - f k (p ) ú > 0 ,

(d) 存在 S 的一个不可数子集 S 0 , S 0 , Π x , y ∈ S 0 lim
k→∞

infú f k (x ) - f k (y ) ú = 0.

M aro t to 称上述 S 集存在时, f 有混沌性质. 所以按M aro t to 观点, 如果 f 有一个 snap

back repeller, 则 x n+ 1 = f (x n) 为混沌. 继[4 ]后, M ara t to 在[ 5, 6 ]中通过对一维L ogist ic映射

的讨论, 证明了二维H enon 映射在 b参数很小的情况下应该有M aro t to 意义下的混沌. 我们在

这儿用 snap back repeller观点直接对二维映射 (2)进行分析.

式 (2)有如下不动点 (设: x = - 1ö[2a (1 - 2Ε) ] )

A :　 - 1 + 1 + 4a
2a

, 0 ,　　　B:　 - 1 - 1 + 4a
2a

, 0

　 C:　 x ,
1 - ax 2 - x

a
,　　　　D:　 x , -

1 - ax 2 - x
a

　　在 = 0. 01和∈= 0. 2时, B、C、D 位于菱形区外,而A 位于菱形区中, 事实上A 是嵌入于

( 2) 的混沌不变集 ({x n}, y ≡ 0) ∞n= 0 中的不稳定不动点. 即 A 的第一分量 x = ( - 1 +

1 + 4a ) ö2a 是L ogist ic映射 x n+ 1 = 1 - ax 2
n 的不稳定不动点. M aro t to 已经证明[ 5, 6 ] ,如果 x

= (- 1 + 1 + 4a ) ö2a 是嵌入在L ogist ic映射 x n+ 1 = 1 - ax 2
n 混沌集中的不稳定不动点, 则

该点就是L ogist ic映射的一个 snap back repeller. 现在A 是二维映射 (2)的不稳定不动点, 而

({x n}, y ≡ 0) ∞n= 0 又是 (2)的一个不变集, 其中 {x n}∞n= 0 为一维L ogist ic映射的混沌集. 这样由

snap back repeller 的定义, 可把M aro t to 在 [ 5 ]中的证明移植过来证明A 是 (2)的一个 snap

back repeller. 两者不同之处在于,对一维L ogist ic映射, snap back repeller所形成的混沌集仅

限于一维. 对二维映射 (2) , 两个正L yapunov指数使得这个 snap back repeller所生成的混沌集

在二维方向上弥散开来.

当 Ε= 0. 11 , 图2 (b)表明奇怪集合点的轨迹分成二块. 经验证此时A 离这二块很远. 就如

我们在[7 ]中对奇怪吸引子分片分析那样, 此时 snap back repeller应该来自不稳定周期2点. 经

过计算发现此时有两组周期2点, 一组为 (0. 611 14, - 0. 220 57)和 (0. 17862, 0. 41006) ,另一组

为 (0. 61114, 0. 22057) 和 (0. 17862, - 0. 41006) , 这两组周期2点对应的 Jacob i阵的本征值为

Κ= 2. 69476 > 1, Κ= - 2. 197443 < - 1 , 它们都是不稳定的. 由映射对参数连续依赖性, 在这

些点周围有不稳定域, 用数值方法可以确定它们为 snap back repeller. 从而从数值上说明这种

情况也有M aro t to 意义下的混沌, 也说明了为何能分成两块. 当然这种情况下还不能从理论上

严格证明不稳定周期2点为 snap back repeller.

可是我们讨论的这种弥散型混沌与通常谈到的收缩到低维不变流形的奇怪吸引子上混沌不

同, 即它们不是通常说的 sm ale马蹄变换意义下的混沌集合,而是在M aro t to 意义下的混沌集

合. 这是一种在讨论 pat tern 形成中值得重视的一种新的动力学现象.
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A K IND OF DY NAM ICSW ITH SNAP BACK REPELL ER

L iu Zengrong 　 H uang X in
( L N M , Institu te of M echan ics, A cad em ia S in ica , B eij ing 100080, Ch ina ;

D ep artm en t of M athem atics, S uz hou U niversity , S uz hou 215006, Ch ina )

Abstract　By invest iga t ing a class of tw o dim en t iona l m app ings reflect ing pat terndynam ics, w e

found a k ind of com p lex dynam ics w ith tw o po sit ive L yapunov exponen ts. N um berica l and ana2
ly t ica l d iscu ssion show th is k ind of dynam ics m ay be cau sed by snap back repeller. M o re theo2
ret ica l ana lysis w ill be expected in fu tu re w o rk.

Key words　L yapunov exponen ts, snap back rep reller
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