
第 29 卷 第 3 期

1997 年 5 月

力 　学 　学 　报
ACTA MECHAN ICA SIN ICA

Vol. 29 ,No. 3

May , 1997

　1) 国家自然科学基金资助项目.

1996201229 收到第一稿 ,1996207230 收到修改稿.

考虑材料循环塑性的疲劳裂纹扩展模拟1)
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摘要 　提出了一种考虑材料循环塑性性能的研究疲劳裂纹扩展与闭合行为的有限元模拟方

法.对所选用的循环塑性本构关系进行了基本实验检验. 探讨了在疲劳裂纹扩展有限元分析中

网格尺寸的影响 ,给出了网格优化准则. 研究了在循环硬化条件下考虑裂纹合效应时裂纹面张

开廓形、裂纹尖端应力、应变场和正反向塑性区的演变规律. 对于循环硬化和不同循环应力比 R

等因素对裂纹张开应力水平的影响也作了考察.
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引 　言

　　自从 Elber [1 ]于 1970 年指出裂纹在拉伸循环加载过程中的闭合现象并建议对计算疲劳裂

纹扩展速率 da/ dN 的 Paris 公式进行修正以来 ,人们的认识有所深化并进行了大量的研究工作 ,

取得了相当多的成果[2～5 ] ,但由于问题的复杂性 ,至今令人满意的模型及其有效描述方法仍未

找到 ,疲劳裂纹扩展规律仍是当前固体力学强度领域中一个重要的研究课题.

试验、理论分析和有限元数值模拟是研究疲劳裂纹扩展的三个不可缺少的方面. 三者各有优

缺点 ,要相互结合 ,推动研究进展. 有限元模拟适于探索不同的材料、加载历史、几何尺寸和本构

关系的影响 ,可以给出任意时刻全场上的应力、应变和位移 ,因此受到国内外重视 ,不少学者在这

方面进行了工作[6～11 ] .

以前的研究者们在作疲劳裂纹扩展的有限元分析时大多采用理想塑性[6 ]或双线性[7 ]等应

力应变关系. 这样处理 ,作为初期探索虽已获得许多有用信息 ,但毕竟是简单化了. McClung 等

人[8 ,9 ]采用了幂强化本构模型. 这种模型能描述棘轮效应和平均应力松驰等循环特性 , 　却没能

反映材料在循环载荷下最基本的特征22循环硬化 (或软化) 的影响. 这种疏于考虑材料循环塑性

行为的状况不能不影响到人们对于疲劳裂纹扩展规律的进一步研究.

本文将建议一种考虑材料循环塑性性能的有限元方法 ,并用于疲劳裂纹扩展与闭合的模拟 ,

初步探讨一些规律性现象 ,还将对有限元网格的影响予以研究.

　1 　循环塑性本构模型及弹塑性有限元方法

　　金属材料在循环载荷作用下呈现许多与单调加载时不同的性质 ,如滞回特性、循环硬 (软)

化、循环蠕变、循环应力松弛、Masing 特性、记忆特性等循环塑性性质. 自 70 年代以来 ,循环塑性

研究比较活跃 ,先后提出多种模型. Mroz ,Besseling[12 ,13 ]等提出了多层加截面的设想 ,由此而发



展成当前受到重视的各种两面模型. McDowell[14 ]建立了一种比较有效的两面理论并给出了一个

简化模型 ,该模型可通过一个参数来反映非比例加载情况 ,胡在谦、黄克智[15 ]在塑性应变空间内

通过材料变形历史定义了一系列记忆曲面 ,引入塑性应变幅和平均塑性应变的概念 ,建立了内变

量型的本构方程. 雷雨田、王勋成[16 ]建立了离散型的本构方程 ,在循环加载过程中 ,通过参数或

内变量方程的演化 , 　模拟材料的循环塑性特征 ,并在每一加载单枝上保持了运动硬化经典理论

的数学形式.

经分析及试用和比较[17 ] ,本文采用了既能反映材料的循环塑性特征 ,又便于有限元实施的

由雷雨田等提出的本构模型[16 ] .

1 . 1 本构模型简介

采用运动硬化形式的 Mises 屈服面方程

F =
1
2

( S ij - αij) ( S ij - αij) -
1
3

k2 = 0 (1)

式中 S ij为应力偏量张量 ,αij为背应力张量 ,
2
3

k 是屈服面半径 , k 为内变量的函数 ,这里将内

变量取为等效塑性应变 ,即
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dεp
ijdε

p
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εp
ij为塑性应变张量. 背应力张量 ,按 Prager ,取为

dαij = cdεp
ij (3)

其中 c 为某待定函数. 采用关联流动法则

dεp
ij = dλ 5 F

5σij
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由一致性条件 d F = 0 ,得
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对于具有 Masing 特性的材料 ,在循环加载中 ,屈服面大小保持不变 ,符合运动硬化规律

k = ks (6)

式中 ks 为初始屈服面半径. 对于非 Masing 特性的材料 ,在循环加载过程中 ,屈服面大小会发生

变化 ,若循环稳定时的屈服面半径为 2
3

k ∞ ,可设

k ∞ = ks + m s (Δεp
max) (7)

其中 m s (Δεp
max为非 M asing 硬化应力 ,可由实验决定 ,Δεp

max是一个具体的离散记忆参数 ,记忆

循环加载历史上最大塑性应变幅的影响. 从实验结果得知 ,非 M asing 硬化多是一个指数变化过

程 ,每一加载单枝的非 M asing 硬化量与剩余总量之比为常数 ,即

k j - k j - 1

k ∞ - k j - 1
= Hv (8)
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式中 j = 1 ,2 ⋯,为加载单枝数 , Hv 为循环硬化速度参数. 由 (8) 式可得

k ∞ - k j = (1 - Hv) j ( k ∞ - ko)

给合上式及 (7) 式 ,最后有

k j = ko + m s (Δεp
max) [1 - (1 - Hv) j ] (9)

按式 (6) 或 (9) 取 k 值后 ,应有

5 k
5εp = 0 (10)

注意到式 (10) , (5)及式 (1) ,式 (4)化为

dεp
ij =

3
2

1
ck2 ( S ij - αij) ( S rs - αrs) dσrs (11)

通过计算等效应变增量 dεP 及等效应力增量

dσ = ( 3
2

d S ij d S ij)
1/ 2 (12)

可得塑性模量

Ep =
dσ
dεp

3
2

c (13)

以之代入 (11)式 ,最后有

dεp
ij =

9
4

1
Epk2 ( S ij - αij) ( S rs - αrs) dσrs (14)

这便是雷雨田等[16 ]所得到的塑性应变增量算式.

为有限元实施 ,需导出全应变增量与应力增量间的关系式. 令 dσ、dε及 dεp 依次为应力增

量、应变增量及塑性应变增量列阵 ,则有最后结果

dσ = [ Dep ]dε (15)

式中[Dep ]为弹塑性矩阵 ,且

[ Dep ] = [ De ] - [ Dp ] (16)

其中[De ]为弹性常数矩阵 ,而

[ Dp ] =
[ De ] S - αS - αT[ De ]

4
9

k2 Ep + S - αT[ De ] S - α
(17)

关于塑性模量 Ep ,按式[16 ] ,可写为

Ep = Ep
o +γd g (εp)

dεp (18)

其中 Ep
o 为材料常数 ,γ为离散记忆参数 ,是记忆循环塑性历史的内变量 ,在每个加载单枝中保持

常数 ,循环稳定时γ= 1 ,与式 (18)对应的曲线方程为

σ = Ep
oε

p +γg (εp) (19)
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式中σ和εp 分别是从当前屈服点起算的等效应力和等效应变. 根据实验得到的σ2εp 曲线的几何

性质 ,函数 g (εp) 可取如下形式

g (εp) =
εp

aεp + b
(20)

式中 a , b 为材料常数. 1 表明了典型的循环过程及γ值的确定方法. 设新的单枝由 N 开始加载 ,

D 为新的屈服点 ,则由 F , D 两点的应力差σD F和塑性应变差εp
D F可确定该曲线的γ,即

γ =
σD F - Ep

oε
p
D F

g (εp
D F)

(21)

图 1 　典型的循环过程及 y 值的确定

Fig. 1 Typical cyclic hardening process and deter mination of the value of y

1 . 2 弹塑性增量分析的有限元格式

本文采用张敬宇和杨海元给出的杂交有限元格式[18 ] ,建立了循环弹塑性分析的增量型任意

四边形四节点有限单元 ,并引入了上述选定的本构方程 ,详细推导请参阅[18 ,10 ] ,不再赘述.

为保证计算精度 ,提高计算效率 ,采用增量法和初应力迭代法相结合的混合法. 将每加载单

枝的载荷分成若干增量步 ,在每一增量步开始之前修改一次刚阵 ,并对上一载荷增量步得到的应

力作平衡修正 ,然后反复迭代本增量步直至收敛. 在循环迭代中本构关系的积分精度和效率直接

决定着总的精度和效率 ,在此采用了效果较好的切向预测径向返回的子增量法.

2 　基本实验验证[ 17 ,20]

　　　为考查本构关系的适用性 ,对铝合金试件进行了循环加载实验和有限元模拟计算并进行

对照. 实验在天津大学材料力学试验室的 Inst ron21343 型电液伺服试验机上进行.

验证例题 1 　　L Y122CZ 铝合金无裂纹的光滑试件 ,该材料表现出明显的循环硬化特性 ,

由实验测得材料在上述本构模型中的参数如下 :弹性模量 E = 70 700 MPa , 屈服应力σs = 343

M Pa , 波松比μ= 0. 343 , 稳定环的渐近线斜率 Ep
o = 4 941 MPa , 循环硬化速度参数 Hv = 0. 46 ,

材料几何特征常数 a = 1. 14 ×10 - 3 , b = 8. 40 ×10 - 7 .

得到了试件在对称循环应变幅 ±0. 8 %控制下滞回环结果和前 5 周的有限无模拟结果 (限于

篇幅 ,未给出) , 两者符合较好.
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　验证例题 2 　带中心圆孔 L Y112CZ 铝合金板试件 ,材料常数为 : E = 70 455 MPa , σs =

282 MPa , μ= 0 . 343 , po = 4 452 MPa , Hv = 0 . 07 , a = 4 . 29 ×10 - 3 , b = 1 . 41 ×10 - 5 . 试件宽

80 mm , 长 120 mm , 厚 4 . 0 mm , 中心圆孔直径 8 . 0 mm , 试件两端受均匀拉力.

得到了试件水平对称轴上孔壁一点的循环加载试验结果和相应点的前 10 周有限元模拟结

果 (未给出) . 两者亦符合较好.

由以上两个例题可见 ,本构模型对材料循环塑性模拟是成功的.

3 　模拟疲劳裂 　纹的有限元网格尺寸

　　为兼顾计算的可靠性和经济性 ,有必要探讨有限元网格对数值结果的影响 ,寻找一个网格

优化原则 ,Newman[11 ]考查了常应变三角形单 元网格划分对计算结果的影响 ,指出最小网格应

不大于正向塑性区尺寸 ,McClung 等人[8 ,9 ]比较了两种不同的四节点等参元网格的结果 ,也支持

上述观点.

现在对两种应力比 ,不同应力水平下的疲劳裂纹扩展问题采用三套网格进行数值模拟 ,以考

查网格尺寸的影响.

研究一均匀拉伸2压缩下 I 型中心裂纹平板试件. 试件尺寸为 :半长 L = 80 mm ,半宽 w = 40

mm , 厚度 t = 1 mm. 初始半裂纹长度 a0 = 6 . 0 mm. 试件材料仍为 L Y122L Z铝合金. 有限元局

部网格图见图 2 . 三种网格分别为 : (a) 232 个单元 ,最小单元尺寸Δa = 0 . 375 m m ; (b) 310 个

单元 ,Δa = 0 . 125 m m ; (c) 382 个单元 ,Δa = 0 . 062 5 m m .

图 2 有限元网格图

Fig. 2 The finite element mesh

　　数值模拟结果如下 :

1)纹尖前沿裂纹线应力、应变分布. 三种网格分布趋势相同 ,但网格越细越能反映纹尖附近

分布梯度.

2)裂纹表面张开位移. 较细网格 ,对应较大的张开位移.

3)纹尖附近塑性区 ,较细风格 ,对应较大的正、反向塑性区.

4)裂纹张开应力水平. 模拟结果见图 3.

i) 在同一应力比 R 和相同的最大应力 S max/σs 下 ,一般是网格越细 ,张开应力水平越高.

ii)三套网格在两种应力比下的张开应力曲线都出现了虚假峰值. 这一现象十分突出地反映

了网格粗细的影响 ,虚假峰值的产生主要是由于在该段 Sm ax /σs 作用区域内 ,网格的细化程度还

不能完全反映卸载过程中纹尖出现的反向塑性 ,乃至拉伸塑性保留过多. 图中峰值左侧部分还显

示 :随着 S m ax /σs 减小 ,Sopen/ Sm ax迅速下降 ,这是由于在这段载荷用用范围内 ,所采用的纹尖网

格尺寸连正向塑性区也不能充分描述了.
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图 3 　网格尺寸对张开应力水平的影响

Fig. 3 Influence of mesh size on

the crack opening stress level

　　由以上结果和分析中可以看到 ,网格越细精

度越高. 但代价也越大. 考虑到疲劳裂纹扩展中

闭合效应的影响 ,本文认为 Newman[11 ]和 Mc2
Clung[8 ]等人仅仅基于正向塑性区选取最小网格

尺寸是不够的 ,还应该考虑反向塑性区的影响 ,

具体建议 :当 R = 0 时 ,宜选取Δa min/Δγp ≤1. 0 ;

R = 1 时 ,选取Δa m in/ rp Φ0. 65 (Δγp 为反向塑性

区尺寸) . 采用这样的网格优化原则进行疲劳裂

纹扩展的数值模拟 ,已可以满足一般研究工作的

需要.

4 疲劳裂纹扩展与闭合的数值模拟结果

　　现在用前面建立的循环 弹塑性有限元方法

就 L Y122CZ铝合金中心穿透裂纹平板试件来做

疲劳裂纹数值模拟. 计算在 M 3402S 中型机上进

行. 因受可用存储空间限制 (4096 K) , 在裂纹线上及其附近按优化原则使用了密集网格. 总单元

数有两种 : 382 个及 310 个. 可保证结果的可靠性.

计算中关于裂纹张闭的处理. ( a) 张开 : 采用节点力判 据. 加载过程中 ,每一增量步均计算

已闭合点的节点力. 当某一点的 y 向节点力由压变为拉时 ,该点即为张开点. 释放该点约束 ,将

约束力反向加到该点上 ,并完成相应计算. ( b) 闭合 : 采用节点位移判据. 卸载中 ,每一增量步Δp

均检查是否有已张开节点 y 向位移νΦ0 , 若有 ,则该点应闭合. 这时 , (1) 要找出对应载荷Δp′,

(2) 退回到本增量步Δp 之前的状态 , (3) 加Δp′,然后在该点 y 向加约束 ,使成闭合点 , (4) 施加

本增量步剩余部分Δp″=Δp - Δp′,完成计算. 因对每一Δp 需迭代多次 ,每次迭代 ,均应注意闭

合现象.

4 . 1 疲劳裂纹的张开位移( FCOD)

4. 1. 1 静止裂纹 FCOD 的数值模拟结果

在从零加至最大载荷 ( S / S max = 1 . 0) 时纹尖出现较大塑性变形 ,产生钝化. 卸载时钝化程度

减小 ,但裂纹尖端附近仍有残余应变而不能再锐化 ,在卸载到零时裂纹表面亦未能闭合. 此时裂

纹中心处的张开位移最小 ,靠近纹尖渐大. 这是与 Elber [1 ]所指出的裂纹闭合现象一致的.

若卸载至零后断续加上反向载荷 ,在 S / S max = - 0 . 048 3 时裂纹面中心处首先闭合 ,随着继

续加压 ,裂纹面上其它点依次闭合. 纹尖处因已钝化 ,闭合较难 ,直到加载到 S / S max = - 0 . 708

时紧靠纹尖的节点才闭合. 在下一加载单枝 ,加载到 S / S max = - 0 . 626 时紧靠纹尖的节点最先

张开. 继续加载 ,从纹尖节点开始到裂纹中心节点依次张开. 在 S / S max = - 0 . 039 5 时裂纹中心

处节点最后张开.

4. 1. 2 扩展裂纹的 FCOD

裂纹从 a0 = 6 . 0 mm 开始扩展 ,Δa = 0 . 125 mm , 经 4 步扩展至 a = 6 . 50 mm. 图 4 ( a) , ( b)

分别是循环应力比 R = 0 和 R = - 1 时 ,不同载荷下 FCOD 的变化情况.

从图 4 ( a) 知 : 在脉动载荷下 , 初始存在的裂纹部分当卸载至零时是不闭合的 ,而裂纹扩展

部分则是完全闭合的. 随着重新加载 ,闭合部分以楔形顺次张开 ,当 S / S max = 1 . 0 时裂纹表面完

103第 3 期 王燕群等 :考虑材料循环塑性的疲劳裂纹扩展模拟



图 4 　扩展裂纹的张开位移

Fig. 4 Evolution of the opening profile of a growing crack

全张开.

从图 4 ( b) 知 :在交变载荷作用下 ,卸载时裂纹面从紧靠纹尖处的节点开始 ,随即也从裂纹中

心节点开始 ,依次闭合 ,当 S / S max = - 1 . 0 ,裂纹面全部闭合. 重新加载时 ,从初始纹尖节点向两

侧依次张开[19 ] .

比较上述两图可知 ,预先存在的裂纹部分在脉动和交变两种加载情况下的 COD 廓形基本上

相似 ,而裂纹扩展部分的廓形却有较大差别. 这主要是由于脉动情况下扩展裂纹面上的拉伸残余

变形大而使 COD 减小.

4 . 2 　循环硬化下纹尖应力应变场

图 5 　循环硬化对纹尖应力分布的影响

Fig. 5 The influence of cyclic hardening on

stress distribution ahead of crack tip

　　裂纹长 a0 = 6 . 0mm , 纹尖单元尺寸Δa =

0 . 125 mm , 最大载荷 S max = 0 . 5σs .

材料循环硬化特性的影响由塑性模量方程

Ep = Ep
0 +γg′(εp) 来反映. 离散记忆参数γ在

加载循环中由零逐渐变化到稳定状态的 1 . 循

环过程中静止裂纹前方裂纹线上的应力σy 演

变规律见图 5 . 图中 (1) , (2) , ⋯, (5) 表示循环

数. 由图可见 ,由于纹尖附近的循环塑性区经历

反复的塑性变形而不断发生循环硬化 ,纹尖附

近应力不断增加 ,越靠近纹尖循环硬化程度越

高 ,应力梯度也越大 ,按模拟方案 ,经过十多个

循环后达到循环稳定状态 ,这时纹尖前方应力

分布基本上保持不变.
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　　因限于篇幅 ,关于静止及扩展裂纹 ,在 R = 0 及 R = - 1 时沿裂纹线的应力、应变曲线不再

给出 ,这里只针对循环稳定情况 ,指出以下三点 : ( a) 随裂纹扩展 ,纹尖前应力、应变分布形状基

本保持不变 ,只向前平移. ( b) 在卸载至零时 ( S / S max = 0) , 扩展裂纹尖端前后产生残余压应力.

它与裂纹的张闭现象有密切关系. ( c) 扩展裂纹在最大载荷时 ( S / S max = 1 . 0) , 脉动和交变两种

情况下 ,应力分布基本相同 ,而应变分布却有较大差异 ,是交变载荷下较大的反向塑性减少了裂

纹表面正向残余变形造成的.

4 . 3 　纹尖塑性区

　　图 6 为 a0 = 6. 0 mm 静止裂纹在脉动载荷下 ,加载到最大值时纹尖塑性区随着循环次数而

变化的情况. 从图中可知 ,随着循环硬化程度增加 ,塑性区在循环过程中逐渐收缩最后趋于稳定.

图 6 　循环过程中塑性区的演变

Fig. 6 Evolution of plastic zone following the increase of loading cycle

　　图 7 表示在脉动和交变两种加载方式下裂纹从 a0 = 6. 0 mm 扩展到 a = 6. 25 mm 时纹尖正

反向塑性区. 图中阴影部分表示反向塑性区. 随着裂纹扩展 ,纹尖正反向塑性区 (包括扩展后裂纹

表面塑性尾迹)均逐步扩大. 数值结果还表明 ,在交变载荷情况下扩展裂纹的反向塑性区明显比

静态裂纹时小 (限于篇幅 ,后者未示出) ,这是由于在载荷达到最大压缩值之前 ,纹尖已闭合 ,应力

集中随之减弱所致.

图 7 　扩展裂纹尖端的正反向塑性区

Fig. 7 The forward and reverse plastic zones of a growing crack
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4 . 4 循环硬化对张开应力水平的影响

　　循环硬化下张开应力水平与最大载荷的关系见图 8 . 为了比较 ,图中还包括了没有循环硬化

现象的线性强化材料的曲线 ,其 Ep = Ep
0 ,即令式 (18) 中的γ≡0 , 由图可见 ,在较低的最大应力

时 ,两条曲线比较接近. 这是由于纹尖正反向塑性区均较小 ,而且现在采用的方案是每循环一周

图 8 　扦环硬化对张开应力水平的影响

Fig. 8 The influence of cyclic harding on the

crack opening stress lecel

裂纹向前扩展一个网格尺寸. 一个单元 ,从进入

正向塑性区算起 ,只经过较少的循环次数即达到

纹尖而开裂 ,循环硬化程度 d 相对较小 ,对张开

应力水平影响不大. 随着最大载荷增加 ,正、反向

塑性区加大 ,纹尖单元开裂前经历的塑性循环次

数增加 ,循环硬化程度提高 ,反向塑性应变相对

减小 ,使张开应力水平提高. 当 S max/σs 一定时 ,

这里所得到的 ,材料循环硬化使裂纹张开应力水

平提高的现象 ,是与试验结果[20 ]一致的. 图中所

见的 , 无论是否存在循环硬化 ,相对张开应力水

平 Sopen/ S max皆随 S max/σs 增加而迅速减小的趋

势 ,则是与裂纹张开位移 COD 迅速增加相伴随

的.

4. 5 　循环应力比 R对张开应力水平的影响

　　考虑了材料的循环硬化 ,不同应力比 R 下

裂纹张开应力水平计算结果见图 9 . 可见 ,在 S max/σs 不变的情况下 ,随着 R 增加 , Sopen/ S max也

增加 ,这显然是残余变形增长所致.

图 9 　循环应力比 R 对张开庆力水平的影响

Fig. 9 The influence of stres ratio R on the crack opening stress level

5 结 　　论

　　1) 采用离散型循环塑性本构模型模拟疲劳裂纹扩展是可行的.

2) 用有限元方法模拟疲劳裂纹 ,其最小网格尺寸Δamin应与纹尖反向塑性区尺寸Δγp 相联

系 ,建议当 R = 0 时 ,取Δamin/ Δγp Φ1 . 0 ; 当 R = - 1 时 ,取Δamin/ Δγp Φ0. 65 .

3) 纹尖应力、应变场依赖于所采用的本构关系. 在循环稳定循环阶段 ,扩展中裂纹尖端前沿

裂纹线的应力、应变分布规律基本上保持不变 ,仅随裂纹扩展而平移.
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4) 材料的循环硬化特性对裂纹的张开、闭合应力水平有影响 ,随着循环硬化程度提高 ,张开

应力水平也提高 ,循环硬化使纹尖正、反向塑性区有所减小.

5) 循环应力比 R 对裂纹张开应力水平有明显影响. 在最大载荷不变的情况下 ,随着应力比

R 提高 ,张开应力 Sopen也提高. R < 0 时的张开应力水平明显低于 R > 0 者 ,这也支持了周克民

等[21 ]关于循环载荷压半周将促进疲劳裂纹扩展的结论.
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NUMERICAL MODEL ING OF FATIGUE CRACK GROWTH

WITH CYCL IC HARDENING OF MATERIAIS

Wang Yanqun Liu Yinghua Yang Haiyuan

( Tianjin U niversity , Tianjin 300072 , China)

Abstract 　A method of finite element modeling of fatigue crack growth and closu re behavior is pre2
sented. The cyclic plastic hardening behavior of materials is taken into account . The chosen cyclic

plasticity constitutive model has been exa mined. After a discussion about the influence of finite ele2
ment mesh on the numerical results , a mesh optimization criterion is suggested. Employing the sug2
gested mumerical method and considering the crack closure effect , we investigate the evolution of

the profile of crack surfaces , the st ress and strain fields ahead of the crack tip and the forward and

reversed plastic zones. The influence of cyclic hardening and stress ratio on the crack opening stress

level is discussed as well.

Key words 　growth and closure of fatigue crack , cyclic plastic , finite element method
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