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压电材料平面应力状态的直线裂纹问题一般解
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侯密山
(石油大学机械系 , 东营 257062)

摘要 　研究了含直线裂纹系的压电材料平面应力问题 1 单个裂纹和双裂纹问题的封闭解答表明 ,在裂

纹尖端 ,应力、电场强度和电位移有 1/ 2 阶的奇异性 1 并与前人结果比较了产生电场奇异性的物理因

素 1
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引 　　言

近年来 ,Sosa[1 ] , Suo [2 ] , Pak[3 ]和文[4 ,5 ]分别研究了含缺陷的压电材料平面和反平面问题

1 在这些研究中 ,均忽略了缺陷内空气介质对电场的传导作用 ,简化了问题的求解 1 对孔洞问

题 ,因压电材料的介电常数远远大于空气介质的介电常数 ,材料中的电位移在孔边的法向分量相

当小 ,如此忽略是恰当的 1 但裂纹不同于孔洞 ,其内空气介质如同薄膜一样 ,电场在裂纹面处应

是连续的 1 对此 ,本文将裂纹面处的电场边界条件取为既能体现空气介质作用 ,又可避免解双区

域问题的连续性电场边界条件 ,恰当描述了电场在裂纹面处的物质表现 1 用复变函数方法 ,精确

分析了压电材料平面应力状态的直线裂纹问题 1

1 　基本方程与问题的求解

取 xoy 平面为横观各向同性压电材料的各向异性面 ,则平面应力问题的本构方程为

εx = S 11σx + S 13σy + d31 Ey , 　εy = S 13σx + S 33σy + d33 Ey , 　2εxy = S 44σxy + d15 Ex (1)

D x = d15σxy +ε11 Ex , 　Dy = d31σx + d33σy +ε33 Ey 　 (2)

式中σx = F″yy ( x , y) , σy = F″x x ( x , y) , σxy = - F″xy ( x , y) , Ex =φ′x ( x , y) , Ey = - φ′y ( x , y) 1

记累计求和 ∑
m

= ∑
k = 1 ,2 , ⋯, m

, 则应力函数 F( x , y) 和电势函数φ( x , y) 可分别表示为[1 ]

F( x , y) = 2 Re ∑
3

Fk ( z k) , 　　φ( x , y) = 2Re ∑
3

λk F′k ( z k) (3)

式中μk , k = 1 ,2 ,3 是复参数 ,为特性方程 (4)的三个不相等的复数根

[ S 11μ
4 + (2 S 13 + S 44)μ2 + S 33 ] (ε11 +ε33μ

2) - μ2 [ d31μ
2 + ( d33 - d15) ]2 = 0 (4)

z k = x +μky , 　λk = [ d31μ
3
k + ( d33 - d15)μk ]/ (ε11 +ε33μ

2
k) (5)

设 S 为横观各向同性压电介质所占的无限大平面区域 1 沿实轴的 L = L 1 + L 2 + ⋯+ L n , L i =

aibi 为自由共线裂纹 ,则应力边界条件为
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σ+
y ( t) = σ-

y ( t) = 0 , 　　τ+
xy ( t) = τ-

xy ( t) = 0 , t ∈L (6)

考虑裂纹缺陷内空气介质对电场的作用 ,按 Maxwell 电磁场理论 ,在裂纹面与空气介质的交界

处 ,两介质中的电位移的法向分量 D n 连续 ,电场强度的切向分量 Eτ连续 1 又裂纹两表面之间

的间隙远远小于裂纹尺寸 ,其内空气介质如同薄膜一样 ,则沿裂纹法向方向 ,空气介质中的 Dn ,

Eτ是不变量 1 由此有裂纹面处的连续性电场边界条件

D +
y ( t) = D -

y ( t) , 　　E+
x ( t) = E -

x ( t) , 　 t ∈L (7)

连续性条件 (7)式表达了压电材料中的电场在裂纹面处的连续性 ,体现了裂纹缺陷内空气介质对

电场的作用 ,从理论上完善了电场在裂纹面处的物质表现 ,可求得问题的精确解 1
记 <k ( z k) = F″k ( z k) 和Ωk ( z k) = �<k ( z k) 为域 S 上的全纯函数 ( L 和端点除外) , 对自由裂纹

<k ( z k) = A k + O (1/ z 2
k) , 　　Ωk ( z k) = �A k + O (1/ z 2

k) , 　　 k = 1 ,2 ,3 (8)

式中 : A k 由无限远处载荷σ∞= (σ∞
x ,σ∞

y ,σ∞
xy) , E ∞= ( E ∞

x , E ∞
y ) 确定 ; O (1/ z 2

k) 为函数记号 ,在

域内全纯 ,且对充分大的| z | 有指出的阶次 1 则 (7)式和 (8)式可分别表示为

∑
3

[ <+
k ( t) + Ω-

k ( t) ] = 0 , ∑
3

[ <-
k ( t) + Ω+

k ( t) ] = 0

∑
3

[μκ<+
k ( t) + �μkΩ

-
k ( t) ] = 0 , ∑

3
[μk<

-
k ( t) + �μkΩ

+
k ( t) ] = 0 , 　　t ∈L

=　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 1 5

(10)

由连续性电场边界条件 (10)式 ,解 Riemann2Hilbert 问题[6 ]得

∑
3

[λk<k ( z ) - �λkΩk ( z ) ] = B 1 , 　　∑
3

[ gkλk ( z ) - �gkΩk ( z ) ] = B 2 (11)

B 1 = ∑
3

[λkA k - �λk �A k〗, 　　B 2 = ∑
3

[ gkA k - �gk �A k ] (12)

将 (11)式和 (12)式代入到应力边界条件 (9)式有

U +
j ( t) - �U -

j ( t) = B j , 　　U -
j ( t) - �U +

j ( t) = B j , 　j = 3 ,4 , 　 t ∈L (13)

式中

U3 ( z ) = ∑
2

[ ( W + Tk) <k ( z) - �R kΩk ( z ) ] , 　U4 ( z ) = ∑
2

[ (μk W +μ3 Tk) <k ( z ) - μ3 �R kΩk ( z ) ] (14)

B 3 = ( g3 + �g3) B 1 - (λ3 + �λ3) B 2 , 　 B 4 = ( �μ3 g3 +μ3 �g3) B 1 - ( �μ3λ3 +μ3 �λ3) B 2 (15)

W = g3 �λ3 - λ3 �g3 , 　Tk = �g3λk - �λ3 gk , 　R k = g3λk - λ3 gk , 　k = 1 ,2 (16)

再解 (13)式得

U j ( z ) = �ωj + [ B jf ( z ) + Pj ( z ) ]/ [2 X n ( z ) ]

�U j ( z ) = �ωj - [ B jf ( z ) + Pj ( z ) ]/ [2 X n ( z ) ] 　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　
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式中

Pj ( z ) = C
( j)
n z n + C

( j)
n - 1 z n - 1 + ⋯+ C

( j)
1 z + C

( j)
0 , 　�ωj = ( Hj + �Hj) / 2 , 　 j = 3 ,4

H3 = ∑
2

[ ( W + Tk) A k - �R k �A A k ] , 　　H4 = ∑
2

[ (μk W +μ3 Tk) A k - μ3 �R k �A k ] (18a)

X n ( z ) = ∏
n

k = 1

( z - ak) ( z - bk) , 　　f ( z ) =
1
πi∫L

( t - z ) - 1 X n ( t) d t (18 b)

则由 (14)和 (11)式解出 <k (z) ,Ωk (z)并用 zk 替换 z , 得所求的 <k (zk) ,Ωk (zk) , k = 1 ,2 ,31
由 (14) 式知 ,函数 U (z)在无限远处的性态与 <(z)相似 ,则有

C
( j)
n = Hj - �Hj , 　　C

( j)
n - 1 = - ( Hj - �Hj) ∑

n

( ak + bk) / 2 , 　　j = 3 ,4 (19)

根据位移单值条件 ,记 p (1)
k = S11μ

2
k + S13 - d31μkλk , p (2)

k = (S13μ
2
k + S33 - d33μkλk) /μk 有确定其余常

数 Ci , Di , i = 0 ,1 ,2 , ⋯,n - 2 的方程组

∑
3 ∫L

i

[ p
( j)
k ( <+

k ( t) - <-
k ( t) ) - �P ( j)

k (Ω+
k ( t) - Ω-

k ( t) ) ]d t = 0 , 　i = 2 ,3 , ⋯, n ,”　j = 1 ,2

(20)

2 　例题与讨论

例 1 　单个裂纹问题的封闭解 : 对单个裂纹 , n = 11 设 a1 = - a , b1 = a , 由前述各式有

U 3 ( z ) = �ω3 + [ B 3 + Wσ∞
y z X - 1

1 ( z ) ]/ 2 , 　　�U 3 ( z ) = �ω3 - [ B 3 + Wσ∞
y z X - 1

1 ( z ) ]/ 2

(21)

U 4 ( z ) = �ω4 + [ B 4 - Wσ∞
xyz X - 1

1 ( z ) ]/ 2 , 　�U 4 ( z ) = �ω4 - [ B 4 - Wσ∞
xyz X - 1

1 ( z ) ]/ 2 (22)

则得单裂纹问题的封闭解 <k (zk) ,Ωk (zk) , k = 1 ,2 ,3 及介质内的耦合场 1
而实轴 (裂纹除外) 上各点的应力、电场强度和电位移分别为

σx = σ∞
x - A xσ

∞
y + A xσ

∞
y t X - 1

1 ( t) , 　σy = σ∞
y t X - 1

1 ( t) , 　σxy = σ∞
xyt X - 1

1 ( t) (23a)

Ex = E ∞
x - B xσ

∞
xy + B xσ

∞
xyt X - 1

1 ( t) , 　Ey = E ∞
y - B yσ

∞
y + B yσ

∞
y t X - 1

1 ( t) (23b)

D x = ε11 ( E ∞
x - B xσ

∞
xy) + ( d15 +ε11 B x)σ∞

xy X - 1
1 ( t)

Dy = d31 (σ∞
x - A xσ

∞
y ) +ε33 ( E ∞

y - B yσ
∞
y ) + ( d31 A x + d33 +ε33 B y)σ∞

y t X - 1
1 ( t)

　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　 　 　　　 　 　　　　 　　　 　　　 　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　　　 　 　　　 　 　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　　 　　　 　　　 　　 　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 　 　　　 　 　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　　　 　　 　　　 　 　　 　　　　 　　 　(24a)
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δk = ( - 1) kΔ- 1 [ �M ( W + T3 - k) - �N R3 - k ] , 　χk = ( - 1) kΔ- 1 (μ3 - μ3 - k)

Δ = ( N �N - M �M ) W , 　　M = (μ3 - μ1) ( W + T2) - (μ3 - μ2) ( W + T1)

N = (μ3 - μ1) R2 - (μ3 - μ2) R1 , 　Y = ( W + T1) R2 - ( W + T2) R1

G = (μ1 W +μ3 T1) R2 - (μ2 W +μ3 T2) R1

　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　征纮　 　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　賖纮　 　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 纅　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　賐纮　 　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　　　 　　 　　　 　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　 　　 萐繮 　　　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　 　 　　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　　　　 　　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　　 　　　　　 　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　　 　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　　 　　　　　 　　 　　　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　　 　　 　　　　 　　 　　　 　　 　　　　　 　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　　　 　　 　　　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　　 　　 　　　　 　　 　　　 　　 　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　 　　　 　 　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　　 　　桩 纮　 　　 　 　　　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　　　 　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　　 　　 　 　　　 　　 　　　 　　醳 纮　 　　 　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　 　　　 　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　　 　　壮 纚　 　　 　 　　　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　　　 　　 　　 　 　　　 　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　　 　　 　 　　　 　　 　　　 　　醥 纚　 　　 　 　　　 　　　 　　 　　　　 　　　 　　　 　　 　　 　　 　　
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式中 Y ( a2) = ( b2Λ - a2) / a2 ( b2 - a2) 和 Y ( b2) = (1 - Λ) k - 1
1 是尺寸影响系数 ,所表现的两

裂纹间距及裂纹尺寸对强度因子的影响与普通各向同性弹性材料结果一致 1
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A GENERAL SOL UTION OF THE PLANE STRESS PROBL EMS

IN PIEZOEL ECTRIC MEDIA WITH L INE CRACKS

Hou Mishan
( U niversity of Pet roleum , Dong Yi ng 257062 , Chi na)

Abstract 　Considering continuous boundary condition of electric field at the cracks , a general solu2
tion of the plane stress problems in piezoelectric media with line cracks is provided by using function

of complex variable and solving Riemann - Hilbert problems1 Solution in closed form and field inten2
sity factors are given for problems of a single crack and two cracks1 It is shown from the solution

that the st resses and electric field intensity and electric displacement have (1/ 2) type of singularity

at the crack tip1 These results are compared with some results of previous researches on physics fac2
tors of the electric field singularity1

Key words 　 piezoelectric media , line crack , plane stress problem , intensity factor , solution in

closed form
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