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摘要　引入不可分偶数维不变流形的概念来定义非线性模态. 在此基础上, 揭示出了一种新

的模态——耦合非线性模态, 并对实际系统中各种可能的模态进行了分类. 这种分类可能是

新的构筑非线性模态理论的框架. 用此方法构造非线性模态, 得到的模态振子具有范式的形

式, 形式最简、却能反映原系统在平衡点附近的主要动力学行为, 且易于得到非线性频率及非

线性稳定性等方面的信息. 不仅适用于分析一般的多自由度系统, 还可用于分析奇数维系统;

不仅可构造内共振系统的非耦合模态, 还可用于构造内共振耦合模态. 从掌握的资料看, 以前

的方法还不能解决上述所有问题.

关键词　非线性模态, 不变流形, 范式

引　言

关于非线性模态研究的发展, 文献[1 ]作了较完整的综述, 在一系列相关的研究中, Ro sen2
berg [ 2 ]及 Shaw 和 P ierre [ 3, 4 ]的工作有着开创性的意义. Ro senberg 于60年代初, 首先提出了非

线性模态的概念, 为该领域随后30年的研究奠定了基础. 最近, Shaw 和 P ierre 引入动力系统

理论中二维不变流形的概念来定义非线性模态, 拓宽了研究领域. 他们的方法除象Ro senberg

的方法那样可分析多自由度保守系统外, 还可分析非保守系统及陀螺系统.

近30年来, 在非线性模态理论的研究方面, 人们已经做了大量的工作, 取得了不少进展. 尽

管如此, 仍存在不少亟待解决的问题.

首先, 非线性模态理论还缺少统一的框架. 即使是对非线性模态这一最基本的概念, 也还

缺少统一的认识. 为此, 本文引入动力系统中不变流形的概念来定义非线性模态 , 进而对实际

系统中可能存在的非线性模态进行了分类, 形成了构筑非线性模态理论的框架. 文中给出的例

子说明了本文定义及分类的合理性.

对于内共振系统的非线性模态, 以前还没有一种方法能进行有效的求解. 用本文的方法,

不仅可以构造这类系统的非耦合模态, 还可以构造内共振模态.

另外, 用以前的方法构造非线性模态, 得到的模态振子不能明显地反映原系统的非线性特

征. 而用本文方法构造的非线性模态, 得到的模态振子形式最简、具有范式的形式, 易于得到系

统的非线性频率及非线性稳定性等方面的信息, 而且能够反映原系统的主要动力学行为[ 5 ].



1　非线性模态的定义及分类

考虑一般的高维弱非线性自治系统

xα= A x + F (x ) (1)

其中 x ∈R
n, F : R

n R
n. 假定A 有N 对纯虚根, 在A 的 Jo rdan 标准形矩阵中其对应的子矩阵

为对角阵, 而其余特征根实部均不为0, 在变换

x = T uu + H (u ) (2)

作用下 (其中 T u 是由纯虚特征根对应的特征向量组成的 n×2N 复矩阵, H (u ) 是 u 的非线性

函数向量) , 系统 (1)可简化为范式形式

uα= J u + C (u ) (3)

其中

u = (u 1, u 2, u 3, ⋯, uN , uN + 1, ⋯, u 2N ) , 　　　 u j = uθ j+ N ( j = 1, 2, ⋯,N )

　　　　Κ= (Κ1, Κ2, ⋯, Κ2N ) , Κj = Κj + N ( j = 1, 2, ⋯,N )

对于某个变量 u s 来说, 其非线性项C s (u ) 是由非线性项 um 组成的, 指数向量m 满足

〈m , Κ〉- Κs = 0

这些 Po incaré共振项可分为三类: 非耦合共振项 (自共振项)、耦合共振项、内共振项.

若将向量m 的前半部分、后半部分分别记为m
δ

m
^̂

, 则有的 Po incaré共振项满足ûm
δ- m

^̂ û=

1, 特点是, 这些项成为共振项并不要求特征值 Κ之间有任何特殊关系, 而其它共振项满足ûm
δ

- m
^̂ û≠1, 这些项之所以成为共振项, 是因为若干个特征值间存在特殊关系. 前者, 若仅含有

u s, uθs, 则称为非耦合共振项 (或自共振项) , 如 (u , suθs) 3
u s, 若除 u s, uθs 外还含有其它变量或它们

的共轭, 则称为耦合共振项, 如 (u 1uθ1) u s, s≠1; 而后者, 则称为内共振项, 如: 当 Κ1= 2Κs 时, 非线

性项 u 1uθs.

系统 (3)有可能是由若干个相互独立的单元组成的, 这些单元内部变量的运动方程间是相

互耦合的, 而与其它任何单元的变量的运动方程是不耦合的. 根据所含非线性项种类的不同,

这种单元可分为非耦合单元、耦合单元、内共振单元.

1)非耦合单元M I

uαs = iΞu s + u s6
∞

j = 1
C j (u su

θ
s)

u s ∈M I = {u s}
(4)

方程中只有非耦合共振项 (自共振项).

2)耦合单元M II

uαs = iΞsu s + G s (M I I ,M{ I I )

u s ∈M I I

(5)
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M I I中的元素, 或其共轭至少 (5)的耦合项中出现一次.

3)内共振单元M III

uαs = iΞs + G s (M I I I ,M{ I I I )

u s ∈M I I I

(6)

G s 中的耦合项使上述方程间是耦合的, 另外所有G s 中至少有一个内共振项.

下面定义的非线性正交模态是非线性方程 (1) 的不可分偶数维不变子空间. 所谓“不可

分”, 指的是该子空间不能表示成若干个较低维不变子空间的直和. 另外, 该子空间一般不是平

面流形, 且在平衡点处与相应的线性特征空间相切.

定义　非线性自治系统 (1) 的非线性模态为发生在系统相空间不可分偶数维 (2 i) 不变流形上

的运动. 该流形具有如下的性质: 通过系统稳定的平衡点, 并在该点处与相应的线性特征空间

相切.

系统 (3) 中所含的各类单元的数目不只一个, 也可能只有其中的某类单元. 但不论是同类

单元间, 还是不同类单元间都是解耦的, 因而某个单元上的运动不可能引起其它单元上的运

动, 该单元上所有可能的运动就构成了一个不变流形, 即存在不同的不变流形与组成系统的各

个单元分别对应. 在本文的定义下, 这些不变流形即为非线性模态, 相应的单元即为模态振子.

根据模态上的动力学方程 (模态振子)的类型, 非线性模态可分为三类, 分别与上述三类单

元对应:

1) 非耦合模态M I ( i = 1) ,

2) 耦合模态M II ( i Ε 2) ,

3) 内共振模态M I I I ( i Ε 2).

实际上内共振模态也是一种耦合模态, 为简单起见, 称非内共振耦合模态为耦合模态, 称内共

振耦合模态为内共振模态.

2　非线性模态的求解方法

由模态定义知, 当 u j ∈öuM 时, u j = 0, 此处 uM 含义为:

1) 非耦合模态, uM = {M I,M{ I},

2) 耦合模态, uM = {M II,M{ II},

3) 内共振模态, uM = {M III,M{ III}.

因为变换 (2)可写为

x = T M uM + H (um ) (7)

此即所求非线性模态. T M 为 n×2i 矩阵, 非线性项H (uM )满足

D H õ J M uM - A H = f (T M uM + H (uM ) ) - D H õ CM - T M CM (8)

其中 J M 为由所求非线性模态涉及到的特征值组成的 Jo rdan 标准形2 i×2i 矩阵, 而CM 所求模

态对应的共振多项式向量. 相应的模态振子为

uαM = J M uM + CM (uM ) (9)

一般地, 只能求得非线性模态级数形式的近似表达. 在具体求解过程中, 若式 (8)左端是非奇异
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的, 则CM 中相应项的系数为0; 若是奇异的 (秩为 r) , 则 CM 中相应项的系数一般不为0, 以 CM

中相应的 r 个元素, 再适当选取 H 中N 2r 个元素, 作为未知量, 使得式 (8) 是可解的. 当系统

(1)是多自由度系统时, 式 (8)还可以简化, 限于篇幅, 这里不再给出.

3　本文方法的应用

下面通过几个例子说明本文方法的特点及贡献:

例1　双质量弹簧系统的非线性模态 (文献[3 ], 例2, 101页)

xα1 = y 1, 　　　yα1 = - (1 + k ) x 1 + kx 2 - g x 3
1

xα2 = y 2, 　　　yα2 = kx 1 - (1 + k ) x 2

(10)

若令 x = (x 1, x 2, y 1, y 2) T , 则由 (1)知

A =
0　I

Α　Β
, Α=

- (1 + k ) k

k - (1 + k )
, Β =

0　0

0　0

设系统的非耦合模态为

xαj = 2R e[A 0j0z + A 0j1z 2 + A 0j3z 3 + A 0j4z 2Zθ ] + A 0j2z zλ

yαj = 2R e[B 0j0z + B 0j 1z 2 + B 0j3z 3 + B 0j4z 2Zθ ] + B 0j2z zλ
　 ( j = 1, 2) (11)

相应的模态振子为

zα= Κz + C 1z 2zλ + C 2z 3zλ2 + ⋯ (12)

根据上节内容, 不难导得模态系数及振子中线性及非线性项系数满足的方程:

(z ) :

A 0j0Κ2 = 6
2

s= 1

(ΑjsA 0s0 + ΚΒj sA 0s0)

ΚA 0j 0 = B 0j 0

　 ( j = 1, 2) (13)

　　 (z
3) :

A 013

A 023

= [qΚ2 I - Α]- 1
f 013

f 023

B 013

B 023

= 3Κ
A 013

A 023

(14)
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　　 (z
2
zλ) : 选取A 014= 0, 则

C 1

A 024

=
(3Κ+ Κ)A 010 - k

(3Κ+ Κ)A 020 (1 + k ) + (2Κ+ Κ) 2

- 1
f 014

f 024

B 014

B 024

= (2Κ+ Κ)
A 014

A 024

+
A 010

A 020

C 1

(15)

根据式 (13)～ (15) , 逐式求解, 可得两个非线性模态如下:

模态1　 (Κ= i)

x 1 = 2x +
8 - k

32 - 8k
g x (x 2 - 3y 2)

y 1 = - 2y -
3
2

g y (x 2 + y 2) +
24 - 3k
32 - 8k

g y (y 2 - 3x 2)

x 2 = 2x +
3g
k

k (x 2 - y 2) -
g k

32 - 8k
x (x 2 - 3y 2)

y 2 = - 2y -
1
2

+
1
k

3g y (x 2 + y 2) -
3g k

32 - 8k
y (y 2 - 3x 2)

振幅比为

x 2

x 1
=
y = 0

1 +
12g x 2

k (8 + g x 2) -
64g x 2 + 20g 2x 4

(8 + g x 2) [64 + 8g x 2 - k (16 + g x 2) ]

相应的模态振子为

zα= iz + i
3g
4

z 2zλ

其非线性频率为1+
3
4 g r

2 (r= ûz û ).

模态2　 (Κ= i 1+ 2k )

　x 1= 2x +
(8- 17k ) g x (x 2- 3y 2)

32+ 136k + 144k 2

　y 1= - 2 1+ 2k y -
3gy (x 2+ y 2)

2 1+ 2k
+

1+ 2k gy (24+ 51k )
32+ 136k + 144k 2 (y

2- 3x
2)

　x 2= - 2x +
3g
k

x (x
2+ y

2) -
g kx

32+ 136k+ 144k 2 (x
2- 3y

2)

　y 2= 2 1+ 2k y +
1

2 1+ 2k
-

1+ 2k
k

3gy (x
2+ y

2) -
3g k 1+ 2k

32+ 136k+ 144k 2y (y
2- 3x

2)

振幅比 (y = 0时)为

x 2

x 1
= - 1 +

12g x 2

k (8 + g x 2) +

64g x 2 + 212g 2x 4

8 + g x 2 +
k (128g x 2 + 448g 2x 4)

8 + g x 2

64 + 288k 2 + 8g x 2 + k (272 + 17g x 2)
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模态振子为

zα= i 1 + 2k z + i
3g

4 1 + 2k
z 2zλ

其非线性频率为

Ξ = 1 + 2k 1 +
3g r2

4 1 + 2k

下面将所得结果与 Shaw 的结论作比较:

1) 两种方法得到的模态振子的非线性频率是相同的.

2) 模态2的振幅比与 Shaw 的结论定性相同, 而模态1的振幅比难与 Shaw 的结论比较.

3)本文得到的模态振子具有范式形式, 能够反映原系统主要的局部和全局动力学行为, 从

模态振子表达式不加计算即可获知模态的非线性频率、非线性稳定性等信息, 即本文得到的模

态振子简洁地反映了系统的主要非线性特征.

4) 对多自由度系统的非耦合模态来说, 本文方法与文献[ 3 ]的方法同样有效. 但本文方法

还可用于求解内共振系统的非耦合模态 (见例2). 另外, 本文的方法还可分析奇数维系统 (例

4).

例2　内共振系统的非线性模态

当 k 接近4时, 系统 (10)两特征值之比1ö 1+ 2k接近1ö3, 为内共振系统:

xα1 = y 1, 　　yα1 = - (1 + k ) x 1 + kx 2 - g x 3
1

xα2 = y 2, 　　yα2 = kx 1 - (1 + k ) x 2

(16)

设系统非线性模态为

x = 6
l1+ l2+ l3+ l4Ε 1

A l1 l2 l3 l4Z
l11 Z l22 Z l33 Z l44

y = 6
l1+ l2+ l3+ l4Ε 1

B l1 l2 l3 l4Z
l11 Z l22 Z l33 Z l44

(17)

其中 x = (x 1, x 2) T , y = (y 1, y 2) T

A l1 l2 l3 l4 = Aϖl1 l2 l3 l4 = (A (1)
l1 l2 l3 l4A

(2)
l1 l2 l3 l4

) T

B l1 l2 l3 l4 = Bϖl1 l2 l3 l4 = (B (1)
l1 l2 l3 l4B

(2)
l1 l2 l3 l4

) T

相应模态振子为

zα= J z + 6
l1+ l2+ l3+ l4Ε 2

C l1 l2 l3 l4Z
l11 Z l22 Z l33 Z l44 (18)

其中 z = (z 1zλ1z 2zλ2) T

J = diag ( i - i 1 + 2k i - 1 + 2k i)

C l1 l2 l3 l4 = (C (1)
l1 l2 l3 l4 , C

(2)
l1 l2 l3 l4 , C

(3)
l1 l2 l3 l4 , C

(4)
l1 l2 l3 l4

) T

根据例1计算, 可知
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A 1000

B 1000

=

1

1

i

i

, 　
A 0020

B 0020

=

1

- 1

iΞ2

- iΞ2

其中 Ξ2= 1+ 2k. 下面求模态表达式的非线性部分, 为此将原系统的非线性项展开 (略去四

阶以上的非线性项) , 得

x 2
1 = z 3

1 + z 3
2 + 3z 2

1zλ1 + 3z 2
2zλ2 + 3z 2

1z 2 + 3zλ2
1z 2 +

6z 1zλ1z 2 + 6z 1z 2zλ2 + 3z 1zλ2
2 + 3z 2z 2

2 + C 1C 1
式中C. C. 表示前面所有项的复共轭.

(z 3
1) : 　det (3iI - A ) = 0　 ( I 为单位阵)

因而 z 3
1 是共振项, 今取A

(1)
3000 = 0, 以特征值 i 1 + 2k 对应的特征向量代替 (3iI - A ) 的

第一列, 得到关于C
(3)
3000,A

(2)
3000,B

(1)
3000,B

(2)
3000 的方程

1 0 - 1 0

- 1 3i 0 - 1

iΞ2 - k 3i 0

iΞ2 1 + k 0 3i

C
(3)
3000

A
(2)
3000

B
(1)
3000

B
(2)
3000

=

0

0

- g

0

解之得

C
(3)
3000 =

g (8 - k )
8 (3 + Ξ2) i

A 3000 =
0

g ö8
, 　B 3000 =

g i
8 (3 + Ξ2)

8 - k

1 + k + 3Ξ2

同样可求得模态表达式及模态振子中的其它非线性项的系数. 代回式 (17) , 整理得内共振模

态的实表达式 (此处从略). 代入式 (18) , 得模态振子为

zα1 = iz 1 + i
3g
4

z 2
1zλ1 - i

3g (4 + k - 4Ξ2)
8 (1 + k + Ξ2) zλ2

1z 2 + i
3g
2

z 1zλ2z 2

zα2 = iΞ2z 2 + i
g (8 - k )
8 (3 + Ξ2) z 3

1 + i
3g
4Ξ2

z 2
2zλ2 + i

3g
2Ξ2

z 1zλ1z 2

(19)

从上面的计算可以看出, 本文方法可以有效求解内共振系统的内共振模态. 另外, 我们还

发现内共振系统中存在非耦合模态.

在式 (17)及 (19)中, 令 z 1= 0, 即可得上例中的模态2及其振子. 但令 z 2= 0, 却得不到第一

阶模态, 表明内共振系统中不存在该非线性非耦合模态.

本文求非耦合模态的方法, 可以求出内共振系统中的非耦合模态. 当用来求解模态振子中

403 力　　　学　　　学　　　报　　　　1996　年　第　28　卷



非耦合共振项以外的项的系数的方程奇异时 (如例1中模态1的 z
3项的系数方程 (14) ) , 表示系

统中有内共振产生, 正在求解的模态无效 (例1中的模态1) , 不存在于内共振系统中.

例3　耦合非线性模态

考虑如下系统

xα1 = y 1, 　　yα1 = - (1 + k ) x 1 + kx 2

xα2 = y 2, 　　yα2 = kx 1 - (1 + k ) x 2 - g (x 2
1 + y 2

1) y 2

(20)

利用文献[3 ]中给出的方法求解其非线性模态, 不难得到它的两个模态振子 (求解过程从略).

模态1

uα= v

vα= - u +
k

k - 1
(u 2 + v 2)

模态2

uα= v

vα= - (1 + 2k ) u + a7u 2v + ag v 3

其中

a7

ag

=
1

(1 + 3k ) (9 + 19k )
6 (1 + 2k ) 2 + 3 (1 + 2k ) + k

　　　　7k + 5

显然, 当 k = - 1ö3或 k = - 9ö19时, 模态2的振子中非线性项系数将出现分母为0的情况, 模态

振子及相应的模态均失去意义. 但此时两模态振子的频率比1ö 1+ 2k很明显是无理数, 即原

系统不是内共振的.

因此, 从本例的分析不难得到如下结论:

1)文献[3 ]的方法, 即使对于非内共振系统, 也可能失效. 失效的原因在于模态间的非内共

振耦合. 这 也是本文的重要发现之一, 同时, 这也从一个侧面说明我们提出的一类新的模态,

即耦合非线性模态的合理性.

2) 本文的方法解决了这一问题. 方程 (8) 的奇异性取决于原系统的线性部分, 而不受原系

统非线性项的影响. 本例与例1相比, 只是非线性项作了改变, 因此本文方法可用于例3, 不存在

非内共振失效的问题.

例4　奇数维系统的非线性模态[ 6 ]

　　　yα1

　　　yα2

yα3

=

2v - 1 - 1 0

1 2v - 1 0

0 0 - v

y 1

y 2

y 3

+

y 1y 3

y 2y 3

- (y 2
1 + y 2

2 + y 2
3)

(21)
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易知 Μ= 0. 5时, 系统有一对纯虚根 Κ= ±i, i 相应的特征向量为H 10= (0. 5- 0. 5i0) T. 设其非

线性模态的表达式为

y = 6
j + kΕ 1

H j kz
jzλk　　 (H jk = H{ k j ) (22)

模态振子为

zα= Κz + C 1z 2zλ + ⋯ (23)

将式 (22)代入式 (21)中的非线性项

f (y ) =

　　　y 1y 3

　　　y 2y 3

- (y 2
1 + y 2

2 + y 2
3)

= 6
j+ kΕ 2

f jkz
jzλk

可以求出 f j k (只求到 j + k = 3即可). 代入方程 (8) , 先求出 j + k = 2时所有的H j k. 再令H 21, 1=

0, 得 z
2
zλ 系数的方程

C 1

H 21, 2

H 21, 3

=

015 1 0

- 015i i 0

0 0 i + 0. 5

- 1

　f 21 =
1
i

i - 1 0

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

- 1

i

0

解得

C 1 = - 2

故模态振子为

zα= iz - 2z 2zλ

非线性模态的表达式较繁, 此处从略.
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CLASSIF ICAT ION OF NONL INEAR NORM AL MOD ES

AND THE IR NEW CONSTRUCT IVE M ETHOD

W u Zh iqiang　Chen Yu shu　B i Q in sheng
(D ep artm en t of M echan ics, T ianj in U n iversity , T ianj in 300072, Ch ina)

Abstract　T he defin it ion of the non linear no rm alm odes is g iven by in troducing the undivided

even2dim en siona l invarian t m an ifo ld, and a new k ind of no rm al m odes ( i. e. coup led non lin2
ear m ode) are p ropo sed w h ich m ay classify a ll the no rm al m odes expected in physica l sys2
tem s. T h is idea of classif ica t ion m ay fo rm a new base of con struct ing the non linear no rm al

m ode theo ry. M odal o scilla to rs ob ta ined by the m ethod p resen ted here are of N o rm al Fo rm

type, w h ich are sim p lest in exp ression and can rep resen t the m ain dynam ica l behavio r of the

o rig ina l system s. F rom w h ich the info rm at ion, such as non linear frequency and non linear

stab ility etc. , can be easily ga ined. T he m ethod is su itab le to ana lyse the genera l m u lt i2de2
gree freedom system s and odd2dim en siona l non linear dynam ica l system s; it can be u sed to

con struct no t on ly uncoup led no rm al m odes bu t a lso coup led no rm al m odes of the system s

w ith in terna l resonance. T he so lu t ion s of the above p rob lem s have no t been found in the lit2
era tu res up t ill now.

Key words　non linear no rm al m ode, invarian t m an ifo ld, no rm al fo rm
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