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含椭圆孔非对称层合板的 Green 函数1)

吕　 品　　 吴筱益
(中国科学技术大学力学和机械工程系,合肥 230026)

摘要　运用作者建立的复合材料层合板问题的求解方法,得到了含椭圆孔和裂纹的无

限大非对称层合板在广义集中载荷作用下的 Green 函数. 利用这些结果可研究含孔或

裂纹的非对称层合板在集中载荷作用下的力学行为,还可结合边界元方法对复杂层合

板结构建立有效的数值分析方法.

关键词　非对称层合板, Green 函数,修正的 Stroh 公式

引　 言

随着复合材料结构在航空、建筑、机械等领域日益广泛的应用,根据不同的材料设计

要求,对复合材料层合板结构的性能,特别是力学性能进行更精确有效的分析是非常必要

的. 对一般的层合板结构,由于铺层不对称或工艺上的原因,使层合板的面内效应与弯曲

效应发生耦合,这给求解和分析带来了很大的困难. 通常的分析是回避这种复杂性,即仅

考虑对称铺设的层合板结构,以使面内量和弯曲量互不耦合,从而使整个分析大为简化.

为了克服一般非对称层合板拉弯耦合所引起的分析上的困难,吕品和M ah renho ltz[ 1 ]最

近将各向异性弹性力学中广为使用的 Stroh 公式加以推广和发展,导出了求解非对称复

合材料层合板问题的一般方法,为该类问题的分析提供了一条新的途径.

含孔或裂纹的复合材料层合板结构的应力分析,在结构设计和工程实际中有重要意

义. 有关这方面的文章甚多,但基本上都未涉及到拉弯耦合的一般情况. 在本文中,我们将

利用建立的方法对这类问题展开进一步的研究,导出含椭圆孔或裂纹的无限大层合板在

拉弯耦合情况下的 Green 函数. 这项工作可用来研究含孔或裂纹层合板结构在集中力或

力偶作用下的应力分布,而且可作为边界积分方程的核函数,结合边界元方法,对含孔或

裂纹的有限层合板在各种边界条件和荷载作用下的问题进行数值分析.

1　 层合板问题的修正 Stroh公式

根据经典叠层板理论,在笛卡尔坐标系中,令 x 1x 2 坐标面与层合板的中面重合 x 3 轴

垂直于板面, u 1, u 2 和w 分别表示中面的面内和离面 (挠曲)位移. 定义 Τ1 和 Τ2, 使

Τ1 = 2w , 1,　　Τ2 = 2w , 2 (1. 1)

式中 (·) , 1和 (·) , 2分别表示对变量 x 1 和 x 2 的导数. 因此,经典层合板理论[ 2, 3 ]的基本关

系可用张量形式简洁地表示为[ 1 ]:
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内力和位移的关系

N ΑΒ = A ΑΒΧ∆u Χ, ∆ + B ΑΒΧ∆ΤΧ, ∆

M ΑΒ = B ΑΒΧ∆u Χ, ∆ + D ΑΒΧ∆ΤΧ, ∆

Q Α = B ΑΒΧ∆uΧ, ∆Β + D ΑΒΧ∆ΤΧ, ∆Β

(1. 2)

平衡关系

N ΑΒ, Β = 0 , M ΑΒ, ΑΒ = 0 (1. 3)

式中N ΑΒ表示板的等效平面内力,M ΑΒ表示等效弯矩, Q Α表示横向剪力, 弹性常数A ΑΒΧ∆,

X ΑΒΧ∆ = X ΒΑΧ∆ = X ΑΒ∆Χ = X Χ∆ΑΒ (1. 4) =

式中 X ΑΒΧ∆可分别是A ΑΒΧ∆, B ΑΒΧ∆和D ΑΒΧ∆. 在上面的关系中,下标 Α, Β, Χ, ∆可分别取 1和

2. 将 (1. 2)代入 (1. 3) , 可得到用位移表示的平衡关系

A ΑΒΧ∆uΧ, ∆Β + B ΑΒΧ∆ΤΧ, ∆Β = 0

B ΑΒΧ∆uΧ, ∆ΑΒ + D ΑΒΧ∆ΤΧ, ∆ΑΒ = 0
(1. 5)

由于位移函数 uΑ, w 以及 ΤΑ仅依赖于变量 x 1 和 x 2, 方程 (1. 5)的解可写成下面的形式[ 1 ]

u Α = aΑf (z) , ΤΑ = eΑf (z) , z = x1 + px2 (1. 6)

并且根据 ΤΑ与挠曲位移w 的关系 (1. 1) , 上式中的 eΑ不是独立的,有关系[ 1 ]

e2 - e1p = 0 (1. 7)

在 (1. 6)和 (1. 7)中, f 是 z 的任意函数,而 p , aΑ和eΑ分别是待定的特征值和相应的特征

向量. 将 (1. 6)代入 (1. 5)并写成矩阵的形式为

{Q (A ) + p [R (A ) + R T (A ) ] + p 2T (A ) }a + {Q (B ) + p [R (B ) + R T (B ) } + p 2T (B ) }e = 0

{Q (B ) + p [R (B ) + R T (B ) ] + p 2T (B ) }a + {Q (D ) + p [R (D ) + R T (D ) } + p 2T (D ) }e = h

(1. 8)

并且 h 的元素之间存在下面关系

h 1 + p h 2 = 0 (1. 9)

在 (1. 8)中, 2×2阶矩阵Q (X ) , R (X )和 T (X )为

Q ΑΧ(X ) = X Α1Χ1, 　R ΑΧ(X ) = X Α1Χ2, 　T ΑΧ(X ) = X Α2Χ2 (1. 10)

其中X ΑΒΧ∆的意义已在前面说明. (1. 8) , (1. 9)和 (1. 7)可统一写成

Y (A ) Y (B ) 0

Y (B ) Y (D ) - I

0 L 1 L 2

a

e

h

= 0 (1. 11)
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式中 I 为二阶单位阵

Y (X ) = Q (X ) + p [R (X ) + R T (X ) ] + p 2T (X )

L 1 =
- p 1

0 0
, L 2 =

0 0

1 p

(1. 12)

方程 (1. 11)是关于经典层合板理论的特征值问题. 引入新的矢量

b = [R T (A ) + p T (A ) ] a + [R T (B ) + p T (B ) ] e

c = [R T (B ) + p T (B ) ] a + [R T (D ) + p T (D ) ] e
(1. 13)

及应力函数

<Α = bΑf (z ) ,　 ΩΑ = cΑf (z ) , 　ΝΑ = hΑf (z ) (1. 14)

式中 h 由 (1. 8)给出. 因此,将 (1. 6)代入 (1. 2) , 所得的内力可用应力函数表示为[ 1 ]

N Α1 = - <Α, 2, N Α2 = <Α, 1

M Α1 = - ΩΑ, 2 + ΝΑ, 1, M Α2 = ΩΑ, 1

Q Α = ΝΑ, 11

(1. 15)

从特征方程 (1. 11)可得到四对共轭特征值及相应的特征向量. 如果把虚部为正的特征值

记为 p k (k = 1, 2, 3, 4) , 其相应的特征向量记为ak , ek , h k 及bk , ck , 则另外四个特征值及

相应的特征矢量可写成

p k+ 4 = pθ k , ak+ 4 = aλk , ek+ 4 = eγk , h k+ 4 = hθk

bk+ 4 = bλk , ck+ 4 = cγk (k = 1,⋯, 4)
(1. 16)

其中上面的短横线表示复共轭. 如果求得的特征值p k 互不相等,则 u , Τ, <<, Ω, Ν的一般
解可通过将形如 (1. 6)和 (1. 14)的解叠加得到

u = 6
4

k= 1
{ak f k (z k ) + aλk f k+ 4 (zλk ) }

Τ= 6
4

k= 1

{ek f k (z k ) + eγk f k+ 4 (zλk ) }

< = 6
4

k= 1
{bk f k (z k ) + bλk f k+ 4 (zλk ) }

Ω= 6
4

k= 1
{ck f k (z k ) + cγk f k+ 4 (zλk ) }

Ν= 6
4

k= 1

{h k f k (z k ) + hθk f k+ 4 (zλk ) }

(1. 17)
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式中 f 1, f 2, ⋯, f 8 是它们宗量的任意函数,而

z k = x 1 + p kx 2 (1. 18)

方程 (1. 17)是经典层合板理论的一般解. 对于给定的边值问题,只需确定合适的函数 f k

(z k ) , 使得上述解能满足边界条件. 而挠度w 及内力可分别由 (1. 1)和 (1. 15)得到.

在许多实际应用中, (1. 17)中的 f k (z k )可写成下面的形式

f k (z k ) = qk f (z k ) , f k+ 4 (zλk ) = fθk (zλk ) (k = 1,⋯, 4) (1. 19)

式中 qk 是待定的复常数. 为此,我们定义 2×4阶矩阵A , E , B , C 和H

A = [a1, a2, a3, a4 ] , E = [e1, e2, e3, e4 ]

B = [b1, b2, b3, b4 ] , C = [c1, c2, c3, c4 ]

H = [h 1, h 2, h 3, h 4 ]

(1. 20)

及对角矩阵

〈f (z 3 )〉= diag [ f (z 1) , f (z 2) , f (z 3) , f (z 4) ] (1. 21)

因此, (1. 17)可进一步写成

u = A〈f (z 3 )〉q + Aϖ〈f (z 3 )〉qλ , Τ= E〈f (z 3 )〉q + Eϖ〈f (z 3 )〉qλ

< = B〈f (z 3 )〉q + Bϖ〈f (z 3 )〉qλ , Ω= C〈f (z 3 )〉q + Cθ〈f (z 3 )〉qλ

Ν= H〈f (z 3 )〉q + H{〈f (z 3 )〉qλ
(1. 22)

这样对一个给定的边值问题,所有的工作就转化为确定未知函数 f (z k )及复系数矢量 q.

该节的详细推导可见文献[1 ].

2　含椭圆孔层合板的 Green 函数

2. 1 边界条件

如图 1 所示,考虑一含有椭圆孔洞的无限大各向异性层合板. 在椭圆孔边界上, t 为

边界 I 的法向, s为边界 I 的切向. 板在 x
3 处受面内集中载荷 f 和集中弯矩m 作用.

图 1　含椭圆孔无限大板的孔边界示意图

F ig. 1　A n infin ite lam inated p late w ith an ellip tic ho le

acted by generalized concentrated fo rces
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若孔边界上应力自由,则

N tt (s) = 0 , N ts (s) = 0 , M tt (s) = 0 , Q t (s) +
5M ts (s)

5S = 0 (2. 1)

可以证明[ 1 ] , 边界条件 (2. 1)可写成

<, nû # = 0 , (Ω+ I′1Ν) , nû # = 0 (2. 2)

其中

I′1 =
0 1

0 0
(2. 3)

而 <, Ω和 Ν是前一节定义的应力函数. 此外,在集中力作用处的平衡条件可表示成[ 6, 8 ]

∮c d< = f

∮c d (Ω+ I′1Ν) = m
(2. 4)

上式对包含 x
3 点的任意闭曲线 c均成立,其中

f = (f 1, f 2) T , m = (m 2,m 1) T (2. 5)

分别是 x
3 处作用的面内集中载荷与集中力偶. 另外,在无穷远处,内力应满足

N ΑΒ 0 , M ΑΒ 0 , Q Α 0 (2. 6)

根据该问题的边值条件 (2. 2) , (2. 4)和 (2. 6)确定出 (1. 22)中的未知函数 f (z k )和复常数

q, 就得到了所需要的 Green 函数.

2. 2 函数 fk (zΑ)的选取

边值条件 (2. 4)式表明函数 <和 (Ω+ I′1Ν)在围绕 x
3 点的域内是多值的,而它们的导

数 (相应于内力和弯矩)又应该是单值的,并且当û z û  ∞时趋于零. 满足这些要求的最合

适的函数是对数函数. 因此,根据 (1. 22)和边值条件 (2. 2) , (2. 4)和 (2. 6) , 位移与应力

函数的一般解可写成[ 6 ]

u = 6
4

k= 0

A〈f k (z 3 )〉qk + Aϖ〈f k (z 3 )〉qλk

Τ= 6
4

k= 0

E〈f k (z 3 )〉qk + Eϖ〈f k (z 3 )〉qλk

< = 6
4

k= 0

B〈f k (z 3 )〉qk + Bϖ〈f k (z 3 )〉qλk

Ω= 6
4

k= 0

C〈f k (z 3 )〉qk + Cθ〈f k (z 3 )〉qλk

Ν= 6
4

k= 0

H〈f k (z 3 )〉qk + H{〈f k (z 3 )〉qλk

(2. 7)
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式中, qk 为待定的四阶向量

〈f k (z 3 )〉= diag f k (z 1) , f k (z 2) , f k (z 3) , f k (z 4) (k = 0, 1, 2, 3, 4) (2. 8)

函数 f k (z Α)可取为[ 6 ]

f 0 (z Α) = log (ΦΑ - Φ3
Α ) , f k (z Α) = log (Φ- 1

Α - Φ3
k )

ΦΑ =
z Α + z 2

Α - a2 - p 2
Αb

2

a - ip Αb
, Φ3

Α =
z 3

Α + z 3 2
Α - a2 - p 2

Αb
2

a - ip Αb

z 3
Α = x 3

1 + p Αx
3
2 (Α, k = 1, 2, 3, 4)

(2. 9)

式中 a , b分别是椭圆的半长和半短轴. 多值函数 f 0 (z Α)的选取是为了满足条件 (2. 4) , 而

单值函数 f 1 (z Α) , ⋯, f 4 (z Α)的选取是为了满足应力自由孔边界条件 (2. 2).

2. 3 未知矢量 qk 的确定

为了从 (2. 2)和 (2. 4)中确定出复常数 qk , 需要在椭圆孔边界上计算 <, n和 (Ω+

I′1Ν) , n. 椭圆孔边界的坐标可写成

x 1 = aco s Ξ, x 2 = bsin Ξ (2. 10)

式中 Ξ是实参数. 令 Η是 x 1 轴与切向 n 之间的夹角 (如图 1所示) , 则 Η与 Ξ之间的关系
为

Θco s Η= a sin Ξ, Θsin Η= - bco s Ξ, Θ2 = a2 sin2Ξ + b2co s2Ξ (2. 11)

由微商的链式法则,有

5f
5n

=
5f
5ΦΑ

5ΦΑ

5Ξ
5Ξ
5z Α

5z Α

5x 1

5x 1

5n
+

5z Α

5x 2

5x 2

5n
(2. 12)

并且在椭圆孔边界上

ΦΑ = eiΞ ,
5ΦΑ

5Ξ = ie iΞ ,
5zΑ

5Ξ = - Θ(cos Η+ p Αsin Η)

5x1

5n = cos Η,
5x2

5n = sin Η,
5zΑ

5x1
= 1 ,

5zΑ

5x2
= p Α

(2. 13)

由此可得到在孔边界上矩阵〈f k (z 3 )〉对 n 的微商

〈f 0 (z 3 )〉, n = diag [c1 c2 c3 c4 ] = 6
4

k= 1
ck I k

〈f k (z 3 )〉, n = cγk I (k = 1, 2, 3, 4)

(2. 14)

式中

ck =
- ieiΞ

Θ(eiΞ - Φ3
k )

I 1 = diag [1 0 0 0 ] , I 2 = diag [0 1 0 0 ]

I 3 = diag [0 0 1 0 ] , I 4 = diag [0 0 0 1 ]

(2. 15)
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将 (2. 14)式代入 (2. 2)有

26
4

k= 1
R e{ckB I kq0 + cγkB Iqk } + 0

26
4

k= 1
R e{ckC I kq0 + cγkC Iqk + 26

4

k= 1
R e I′1 (ckH I kq0 + cγkH Iqk ) } = 0

(2. 16)

此外,将应力函数表达式代入 (2. 4) , 并注意到在求解域仅有 z
3
Α 是一阶奇点,可得到

4ΠR e{iB q0} = f

4ΠR e {iC q0 + iI′1H q0} = m
(2. 17)

另外,位移的单值条件∮c du = 0 ,∮c dΤ= 0 (c为包含 x 3 的任一闭曲线) 给出

i2ΠA q0 - i2ΠAϖqλ0 = 0

i2ΠE q0 - i2ΠEϖqλ0 = 0
(2. 18)

为便于求解,我们定义

+ =
B

C + I′1H
, # =

A

E
, F =

f

m
(2. 19)

式中, + 和 # 是 4×4阶矩阵. 利用这些符号, (2. 16)～ (2. 18)可写成更简洁的形式

6
4

k= 1

R e{ck + I kq0 + cγk + Iqk } = 0

+ q0 - +qλ0 = F öi2Π

#q0 - # qλ0 = 0

(2. 20)

由 (2. 20) 2, 3求出

q0 = (+ - + # - 1 # ) - 1F öi2Π (2. 21)

由 (2. 20) 1 可得 qk 的一个解

qk = - + - 1+ I kq
λ

0 　　 (k = 1, 2, 3, 4) (2. 22)

至此, q0 和 qk 已由给定的边值条件确定. 将 (2. 8) , (2. 9) , (2. 21)和 (2. 22)代入 (2. 7)就

得到了含椭圆孔无限大层合板的G reen 函数. 例如

u =
1
Π Im {A〈f 0 (z 3 )〉( + - +# - 1 # ) - 1}F +

1
Π 6

4

k= 1
Im {B〈f k (z 3 )〉+ - 1 + I k (+ - +# - 1# ) - 1}F

(2. 23)
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(2. 7)式中其余的函数也可类似地写出.

2. 4 层合板的内力

为了得到含椭圆孔无限大层合板在广义集中载荷 F 作用下的内力,需要求出函数 fk

对变量 x1 与 x2 的微商. 由 (2. 9)有

5f 0 (z Α)
5x 1

=
ΦΑ

ΦΑ - Φ3
Α

1

z 2
Α - a2 - p 2

Αb
2

,
5f 0 (z Α)

5x 2
= p Α

5f 0 (z Α)
5x 1

5f k (z Α)
5x 1

=
1

ΦΑΦ3
k - 1

1

z 2
Α - a2 - p 2

Αb
2

,
5f k (z Α)

5x 2
= p Α

5f k (z Α)
5x 1

(2. 24)

在椭圆孔边界上

5f 0 (z Α)
5x 1

=
cΑ

co s Η+ p Αsin Η ,
5f k (z Α)

5x 1
=

cγk

co s Η+ p Αsin Η (2. 25)

将 (2. 24)或 (2. 25)以及 (2. 7)代入 (1. 15)即得到了层合板的内力

N 12

N 22

=
1
Π Im {B〈f 0 (z 3 )〉, 1 (+ - + # - 1 # ) - 1}F +

1
Π Im 6

4

k= 1
{B〈f k (z 3 )〉, 1 + - 1+ I k (+ - +# - 1 # ) - 1}F

N 11

N 21

= - p Α
N 12

N 22

M 11

M 21

=
1
Π Im { (H - p ΑC )〈f 0 (z 3 )〉, 1 (+ - + # - 1# ) - 1}F +

1
Π Im 6

4

k= 1
{ (H - p ΑC )〈f k (z 3 )〉, 1+ - 1+ I k (+ - + # - 1 # ) - 1}F

M 21

M 22

=
1
Π Im {C〈f 0 (z 3 )〉, 1 (+ - + # - 1 # ) - 1}F +

1
Π Im 6

4

k= 1
{C〈f k (z 3 )〉, 1 + - 1+ I k (+ - +# - 1# ) - 1}F

(2. 26)

因此,沿孔边界的周向内力可将 (2. 26)代入下式得到

N nn = N 11co s2Η+ N 22 sin2Η+ 2N 12co s Ηsin Η

N nm = (N 22 - N 11) co s Ηsin Η+ N 12 (co s2Η- sin2Η)

M nn = M 11co s2Η+ M 22 sin2Η+ 2M 12co s Ηsin Η

M nm = (M 22 - M 11) co s Ηsin Η+ M 12 (co s2Η- sin2Η)

(2. 27)
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式中N nn和N nm是沿椭圆孔边界的周向面内力,M nn和M nm是周向弯矩 (见图 1). 由此可讨

论孔边界的应力集中情况.

2. 5 Gr iff ith裂纹的应力强度因子

对前面讨论的椭圆孔情况,令短半轴 b= 0, 就得到了 Griff ith 裂纹. 此时,由 (2. 9)有

ΦΑ =
1
a

(z Α + z 2
Α - a2 ) , Φ3

Α =
1
a

(z 3
Α + z 3 2

Α - a2 ) (2. 28)

在裂纹边界上, x 2= 0, 则有

ΦΑ =
1
a

(x 1 + x 2
1 - a2) = Φ (2. 29)

相应地 (2. 25)式变为

5f 0 (z Α)
5x 1

=
Φ

Φ- Φ3
Α

1

x 2
1 - a2

,
5f k (z Α)

5x 1
=

1
ΦΦ3

k - 1
1

x 2
1 - a2

(2. 30)

将 (2. 30)代入 (2. 25)得到所需的沿 x 2= 0的内力

N 12

N 22

=
1
Π

1

x 2
1 - a2

Im B〈 Φ
Φ- Φ3

Α〉(+ - + # - 1 # ) - 1 +

B〈 1
ΦΦ3

k - 1〉+ - 1+ I k (+ - +# - 1# ) - 1
F

M 12

M 22

=
1
Π

1

x 2
1 - a2

Im C〈 Φ
Φ- Φ3

Α 〉(+ - + # - 1 # ) - 1 +

C〈 1
ΦΦ3

k - 1〉+ - 1 + I k (+ - +# - 1 # ) - 1
F

(2. 31)

因此,裂纹尖端由面内拉伸和弯扭引起的应力强度因子分别为

K I I

K I e

= lim
x 1 a

2Π(x 1 - a)
N 12

N 22

=
1

Πa
Im B〈 1

1 - Φ3
a 〉(+ - +# - 1 # ) - 1 +

B〈 1
Φ3

k - 1〉+ - 1+ I k (+ - +# - 1 # ) - 1
F

K I I

K I b

= lim
x 1 a

Π(x 1 - a)
M 12

M 22

=
1

Πa
Im C〈 1

1 - Φ3
a 〉( + - +# - 1 # ) - 1 +

C〈 1
Φ3

k - 1〉+ - 1+ I k (+ - +# - 1# ) - 1
F

(2. 32)

3　结 　论

本文运用求解复合材料层合板问题的修正 Stroh 公式[ 1 ] , 首次以解析的形式得到了
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含椭圆孔及裂纹层合板在广义集中载荷作用下的 Green 函数. 这些结果为分析含孔层合

板结构在集中载荷作用下的应力分布及孔附近的应力集中提供了很好的手段. 此外,本文

得到的Green 函数已满足了自由椭圆孔及裂纹的边界条件. 因此,当作为边界积分方程的

核函数应用于边界元分析时,沿孔边界的积分就不再出现了. 这样可节约大量的离散自由

度. 有关本文的 Green 函数在边界元方法中的应用,将在以后的文章中讨论. 由于复合材

料层合板的修正 Stroh 公式保持了二维各向异性弹性力学 Stroh 公式的许多特点,因而

应用上有力而规范,可以得到一些复杂问题的封闭解,进而揭示出仅用数值方法难于揭示

的现象. 本文的工作即是修正 Stroh 公式的一个很好的应用.
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GREEN’S FUNCT IONS OF UNSYMM ETR IC LAM INATED

PLATE W ITH ELL IPT IC HOL E

LüP in　W u X iaoyi
(U niversity of S cience and T echnology of Ch ina, H ef ei 230026, Ch ina)

Abstract　A cco rd ing to the m ethod fo r the bending analysis of com po site lam ina tes de2
veloped by the au tho rs, Green’s funct ion s of an infin ite un symm etric lam ina te w ith el2
lip t ic ho le o r crack are ob ta ined. T hese resu lts can be u sed fo r st ress ana lyses of lam i2
nated p la tes w ith ho les o r crack s acted by concen tra ted fo rces, and estab lish ing co rre2
sponding num erica l m ethod fo r com p lex lam ina ted structu res by com b in ing w ith Bound2
ary E lem en t M ethod.

Key words　un symm etric lam ina ted p la te, Green’s funct ion s, m odified Stroh fo rm alism
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