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摘要　基于“三维组集式本构模型”[1～ 3 ], 运用功共轭原理和场平均方法, 发展了一种

“取向元”概念——多晶聚集体内具有相同取向的滑移系集的一个体积平均意义上的代

表性元素; 由一维的率 (粘性) 敏感“取向元”, 通过在取向空间里的积分, 获得了三维的

弹粘塑性本构方程式, 并模拟了蠕变和松弛现象. 与以往的粘塑性模型相比, 本文模型

不仅能同时考虑多晶金属材料的率相关性和路径相关性, 而且由于引入了物理机制, 因

而具有较强的预测能力. 数值算例也展示了该模型的合理性.

关键词　本构关系, 粘塑性, 多晶体金属

引　言

自L udw ik (1909)的锡线动态拉伸实验[ 4 ]以来, 粘塑性力学有了长足的发展[ 5 ]. 80 年

代后期, 人类对核安全问题的担心, 又向粘塑性理论提出了更高的要求 (由于反应堆中的

金属部件长期在高温下工作, 因此迫切需要相应的具有足够精度的本构描述及寿命估

计). 最近 K rem p l 在美国军方及能源部的支持下, 领导和组织了有关的实验[ 6～ 9 ] , 着重调

查了: 1) 一种C röM o 钢在高温下的率相关特性; 2) 一种A löM g 合金对多边形复杂应变

加载路径的响应规律. 他们获得了不少重要的结果. 不过遗憾的是现有的粘塑性理论都不

具备同时解释上述两大类实验的能力. 事实上, 如何描述材料的率相关效应以及应变诱导

的各向异性, 恰恰是影响粘塑性理论发展的关键所在.

新近发展的VBO 理论[ 10 ]将应力张量分解成过应力与背应力之和. 其中过应力被认

为是应变率的函数; 而背应力 (纯粹的、率无关的塑性硬化阻力)则必须给出先验的路径相

关的描述, 这在很大程度上限制了VBO 的适用范围. 至于晶体材料的各向异性塑性, 现

有的理论可大致分成两类: 数学理论和物理理论[ 10 ]. 数学理论 (诸如塑性势的描述) 简洁

明了, 但对三维情形的处理基本是对现有的简单实验的拟合和推广; 物理塑性以晶粒为基

本单位, 从晶体的滑移机制出发, 能给出本质规律的预测, 但具体计算过于繁琐以至于妨

碍了它在工程实际中的应用.

近年来, 梁乃刚及其合作者提出了一种半数学2半物理的多晶体塑性理论 (早期也称

作“三维组集式本构模型”[ 1～ 3 ]). 他们把滑移系 (或纤维束) 的晶体学取向 (或极化方向)

作为主要的考察对象, 从而避开真实材料中的几何非均匀性, 得出的本构方程不仅数学描

述简洁, 而且由于引入了物理机制, 因而具有较好的描述材料各向异性的能力, 预测结果

与有关实验符合的程度也较好.
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本文中我们进一步把“三维组集式本构模型”推广到粘塑性情形; 同时放弃“均匀应

力”假设[ 3 ] , 引入“取向元”概念, 使这种新型的本构理论更具一般性. 在一维的“取向元”上

考虑率敏感效应, 也使得粘性的描述变得非常简单, 不必再引入“过应力”、“背应力”、“平

衡应力”等容易混淆的概念[ 10 ] , 方便工程应用.

文末对 K rem p l 等的实验[ 6～ 9 ]用“取向元”模型进行了数值模拟, 预测结果是令人满意

的. 这表明取向元理论能基本反映弹粘塑性的本质规律, 可望有较好的应用前景.

1　 基本理论

“三维组集式本构模型”的建立在很大程度上告诉我们: 从材料中基本元素的排列取

向出发对于描述变形诱导各向异性可能是最方便的. 事实上金属材料所呈现出来的各向

异性, 与内部诸元素的晶体学取向及其重新排列是密切相关的, 亦或是这些因素的平均与

综合.

考虑一单位体积的多晶聚集体. 假设滑移是其中塑性变形的唯一机制. 那么该聚集体

内的任意一个滑移系均可用统一的空间坐标b= b1, b2, b3和取向“坐标”q= Υ, Η, Ω(Eu ler

角) 唯一确定. 由此建立一“相空间”8 = bÝ q对于讨论问题是方便的. 该相空间里所有开

动的滑移系所消耗的功率之和, 应当等于聚集体的塑性功率wαp; 即

∫∫ΣΧ
õ

d b d q =∫∫ΣΧ
õ

d q d b = wαp = T : D p (1)

其中 Σ和 Χ分别是作用在滑移系上的现时分解剪应力和相应的滑移应变. 两个积分式子,

尽管在数学上只是积分顺序交换了一下, 但在物理意义上却有着本质的不同. 一般地, 第

二个积分式子可以理解成经典塑性理论中按晶粒进行统计平均的方法 (如 T aylo r 模

型[ 12 ] ) ; 而第一个积分式子告诉我们: 也可以直接按照滑移系的取向进行统计, 这一点正

是“取向元”模型的数学基础.

既然同种材料有着一致的本构行为, 那么对于研究本构关系来说, 材料微观结构分布

的具体形式 (诸如微观元素排列形式的不均匀性) 便是不重要的. 对于某一取向的滑移系

集来说, 这里我们不追究它们在多晶聚集体内分布的具体形式 (包括它们两两之间的相互

作用) , 而只是关心它们对能量耗散的等效性, 即认为有下式成立

∫ΣΧ
õ

d b = ΣΧ
õ-

Ξ (2)

其中 Ξ是该取向 (不妨记作P )所有滑移系在聚集体内所占据的体积份数; {Σ, Χ
·-

}是该取向

上一个代表性的滑移系, 或者说是该取向滑移系集的一个平均元素. 一般地, 把 Σ直接等

同于 Schm id 分解剪应力是有意义的. 那么 Χ
·-

可以认为是该取向上所有滑移系的滑移应变

率的加权体积平均. 即

Σ= T : P (3 a)

Χ
õ-

=
1
Ξ∫Σ

T : P
Χ
õ

d b (3 b)

这样就定义了P 取向上一个有代表 (平均) 意义的滑移系; 且{Σ, Χ
·-

}满足能量共轭, 不妨称

作“P 2取向元”.
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　　既然取向元是定义在体积平均意义上的, 那么它便不再遵循局部 (某一晶粒) 的变形

规律, 而是应该遵从 (连续介质力学中)宏观物质线素的变形规律, 即

mα= L õm - (m õD õm ) m

nα= - L T õ n + (n õD õ n) n

pα= D õ R - R õD + W õ P - P õW + P á (n á n - m á m ) : D

(4)

其中L 是变形率梯度张量, D 和W 分别是它的对称部分和反对称部分; m 和n是滑移系 (这

里特指“取向元”)的滑移方向和滑移面法向 (均为单位矢量) , 且

P =
m á n + n á m

2

R =
m á n - n á m

2

(5)

其中张量运算符号的定义可参考文献[1～ 3 ].

考虑到模型应尽可能的简单, 我们假设不同取向的“取向元”遵循相同的硬化规律, 而

且不考虑它们之间的相互作用. 这样一旦确定了取向元的本构特性, 通过众多取向元对宏

观应变的不同感受和相应的 (硬化)状态组合, 便可以描述材料各向异性的性质了.

将 (2)和 (3a)式同时代入 (1)得

D p =∫P Χ
õ-

Ξ d q (6)

如果材料是初始各向同性的, 那么 Ξ 对于所有可能的取向是一个常数. 这时 (6) 可简单地

写成

D p =∫P Χ
õ-

d q =
1

2Π2∫
Πö2

0∫
2Π

0∫
Π

0
P Χ

õ-

dΩdΗco s ΥdΥ (7)

本文只讨论这种材料. 另外, 由于下面所有的公式均是针对取向元的, 所以代表取向元平

均意义的“2”标志在下文中略去不写. 公式 (4)～ (7)揭示了塑性应变路径的发展与晶体滑

移、取向及其演化之间内在的联系.

2　取向元的本构刻画

既然已经假设取向元遵循一致的硬化规律, 那么对单个取向元力学特性 (“Σ2Χ”响应

关系) 的刻画无疑是取向元模型的关键所在. 这方面还有许多细致的工作要做, 然而作为

研究的第一步, 由于取向元是一个“代表性的, 平均意义上的滑移系”, 那么我们有理由认

为, 取向元也遵循类似于实际多晶金属材料中滑移系的硬化规律.

对于时间无关的取向元, 采用下列形式的硬化规律[ 13 ]

Σ
õ

+ cr = Σ
õ

= hΧ
õ

+ ς P : D p

Σ
õ

- { cr = ΒΣ
õ

+ cr

(Χ
õ

> 0; 或者 Χ
õ

= 0, 但 P : D p > 0) (8)
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Σ
õ

- cr = Σ
õ

= hΧ
õ

+ ς P : D p

Σ
õ

+ cr = ΒΣ
õ

- cr

(Χ
õ

< 0; 或者 Χ
õ

= 0, 但 P : D p < 0) (9)

其中 h 是取向元自身硬化模量, ς 是潜在硬化系数 (关于潜在硬化的问题, 本文中暂不讨

论, 即不讨论 ς P : D p 的合法性). 公式中的一对力学参量 Σ+ cr 和 Σ- cr, 分别对应于滑移正

方向的临界分解剪应力和负方向的临界分解剪应力. 如果给这一对力学参量加以适当的

约束, 则可以用来描述Bau sch inger 效应. 本文中是简单地引入一个参数 Β来构造它们相

互间影响的微分方程. 具体地, Β= 1 表示取向元上的“随动强化”; Β= - 1 取向元上的“等

向强化”.

自身硬化模量 h 的演化规律如下

h =

h 0 - h sat
Σm ax - Σcr0

(Σm ax - Σ) + h sa t (Σ= Σ+ cr; Σ
õ
> 0)

h 0 - h sat
Σm ax - Σcr0

(Σm ax + Σ) + h sa t (Σ= Σ- cr; Σ
õ
< 0)

(10)

其中 Σcr0 和 Σm ax 分别是初始临界分解剪应力和最大 (极限) 分解剪应力; h0 和 h sa t 分别是

初始硬化模量和饱和硬化模量 (本文中 h sat = 0).

对于粘塑性材料, 还必须采用时间相关的取向元. 这时候作用在取向元上的 Schm id

分解剪应力必须同时克服纯塑性硬化阻力和粘性力, 即

Σ= Σp la + Σvis (11)

简单起见, 本文只讨论线性 (牛顿)粘性的情形, 即

Σvis = ΓΧ
õ

(12)

其中 Γ是粘性系数. 下文可知, 由简单的、一维的取向元本构关系 (11) , 通过在取向空间中

的积分, 可以推导出三维粘塑性本构方程. 同时与VBO 理论不同的是: 本文模型是将

Schm id 剪应力 (标量) 分解成塑性和粘性两部分, 有明确的物理意义; 而不是把应力 (张

量)考虑成过应力和背应力之和, 过于复杂且意义不明.

方程 (11) 实际上是一个B ingham 体模型. 与一般的弹粘塑性理论不同的是, 本文中

的B ingham 体已经按照各自的晶体学取向有机地排列, 而不再是机械地串联和并联. 与

状态变量理论相比, 模型找到了一族有明确物理意义的状态变量, 即与取向张量P 相联系

的临界分解剪应力 Σ± cr.

3　粘塑性本构方程

建立“取向元”概念, 可以方便地由简单的、一维的分解剪应力与平均滑移之间的响应

关系, 推导出复杂的、三维的材料本构方程. 具体的步骤如下.

首先将方程 (11～ 12)和 (8～ 9)合并, 并改写成增量形式

Σ
õ

= hΧ
õ

+ ΓΧ
¨

(13)
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考虑相邻的两个时刻

∃ t - tn - tn- 1 (14)

只要时间步长足够的小, 总有下式成立 (N ewm ark 常平均加速度法)

Χ
õ n - Χ

õ n- 1 =
∃ t
2

(Χ
¨n + Χ

¨n- 1) (15)

代入 (13)式有

Χ
õ n =

Σ
õ

+ Γ 2
∃ t

Χ
õ n- 1 + Χ

¨n- 1

h +
2Γ
∃ t

(16)

将上式左右两边同剩以权函数 P , 并在取向空间里对所有取向积分, 有上式的弱解形成

∫Χ
õ nP dq =∫

Σ
õ

+ Γ 2
∃ t

Χ
õ n- 1 + Χ

¨n- 1

h +
2Γ
∃ t

P dq (17)

由于

Σ
õ
= T: Pα+ Tα: Pα= P : Tδ + {R: T - T õ R - (T: P ) (n á n - m á m - I ) }: D (18)

其中 Tδ 是 Jaum ann 应力率

Tδ = Tα- W õ T + T õW + tr (D ) T (19)

将 (18)代入 (17) , 并考虑到 (7)有

D p = A : Tδ + . : D + ΓD 0 (20)

其中

+ =∫P á P

h +
2Γ
∃ t

dq

. =∫{R õ T - T õ R - (T : P ) (n á n - m á m - E ) } á P

h +
2Γ
∃ t

D 0 =∫
2
∃ t

Χ
õ n- 1 + Χ

¨n- 1

h +
2Γ
∃ t

P dq

(21)

仍然假设应变率可以分解成弹性和塑性两部分

D = D e + D p = K - 1: Tδ + D p (22)

其中 K 是材料的弹性刚度张量, 代入 (20)便可得到弹粘塑性材料增量形式的本构方程

A : Tδ = B : D - ΓD 0 (23)
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其中

A = K 21 + +
B = I∞ I 2 .

(24)

公式 (24) 中I∞I =
1
2

(∆ik ∆j l+ ∆il∆j k ). 这样的一组方程, 具有数学描述的简洁性, 也有鲜明

的物理意义. 若略去粘性项 (可以令 Γ= 0) , 则上述方程可以蜕化为各向异性的塑性方程,

若进一步令 h 趋于无穷大, 即“关闭”取向元, 则上述方程可进一步蜕化为弹性情形. 另一

方面, 如果只考虑粘性效应, 则由上述方程可推导出不可压缩粘性流体的本构方程.

4　 数值算例

图 1～ 3 定性地展示了“取向元”对多晶金属材料率相关特性的模拟能力 (由于这方面

的实验资料十分丰富, 而定性的结果又相当的一致, 故本文不再作定量的比较).

图 1 中的虚线代表准静态应力- 应变响应曲线, 屈服点用字母A 标出. 相应的动态

曲线用实线画出, 上面的小圆圈代表相等的时间间隔. 这时屈服极限已经上升至B 点. 从

C 点开始, 应变速率换成更高的量级, 随即应力响应抬高. 在D 点处应力松弛, 开始时应

力下降的速率较快, 后来趋于一个稳定值, 这个值就是文献中常说的平衡应力 (很明显, 平

衡应力和准静态应力是两个不同的概念).

图 2 模拟的是材料经过一段加载后的蠕变过程. 可以看出, 蠕变开始时的速率较快,

但过后也会趋于一个稳定值.

图 1　取向元模拟的率敏感曲线
F ig. 1　 A rate- sensit ive test sim ulated by the

O rien ted- E lem ent T heo ry (O ET )
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图 2　取向元模拟的蠕变曲线
F ig. 2 A creep test sim ulated by O ET

图 3　 取向元模拟的重复拉伸- 松弛曲线
F ig. 3 A com bined tension2relaxation test sim ulated by O ET

K rem p l 等做过高温 (538℃) 下金属材料 (C röM o 钢) 在不同应变率条件下的重复拉

伸- 松弛实验[ 6 ]. 他们总结出了两个特点: (1) 应变率较低的曲线中应力松弛的量也较

低; (2)应变率较低的曲线中平衡应力高于应变率较高曲线的平衡应力. 这两个基本特征,

“取向元”模型均能模拟出来, 如图 3 所示.

下面我们再用“取向元”模型对 K rem p l 等的多边形应变加载实验[ 8, 9 ]作数值模拟. 为

了强调模型的客观性和可靠性, 我们用同一组模型参数 (见表 1) , 分别对简单拉伸, 周期

硬化和复杂加载情形逐一进行计算, 如图 4～ 6 所示. 应该说, 理论预测的结果与实验数据

的符合程度是令人满意的.

表 1 　 取向元模型所用的材料常数

Table 1　M aterial constan ts emp loyed in the

O rien ted- E lem ent Theo ry (O ET )

E Μ h0 h sat Σcr0 Σm ax Β Γ

65GPa 0. 30 2GPa 0 20M Pa 80M Pa - 1 600M PaSec

图 4　取向元模拟的一种A löM g 合金的拉伸曲线
F ig. 4 　T he tension response of an A löM g alloy (sim ulated by O ET )
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图 5　取向元模拟的一种A löM g 合金的
周期硬化曲线

F ig. 5 T he cyclic test of an A löM g alloy
(sim ulated by O ET )

图 6　取向元模拟的一种A löM g 合金对
复杂应变路径的应力响应

F ig. 6 T he stress responses to a 16- side po lygonal strain
path of an A löM g alloy (sim ulated by O ET )

5　讨 　论

本文在“三维组集式本构模型”研究的基础上, 放弃“均匀应力”假设, 发展了一种称之

为“取向元”的概念. 明确指出可以在取向空间里讨论多晶金属材料应变诱导的各向异性

问题. 同时由率相关的取向元推导出了多晶金属材料弹粘塑性的本构方程, 基本描述了粘

塑性理论中的两大问题. 数值算例也证实了该模型的合理性.

取向元模型推出的本构方程式不仅数学描述简洁, 而且引入了晶体物理机制, 因而具

有较强的预测能力和一定的适用性. 比如对公式 (6) 中体积分数 Ξ 引入一分布规律, 则可

以考察晶体塑性变形中的结构问题. 同时还可以用来反思以往的一些粘塑性模型中存在

的问题. 如“背应力”能否以张量形式存在,“背应力”与“平衡应力”的联系与区别等等.

值得指出的是: 取向元的思想, 还可用于处理各向异性损伤问题, 这方面的工作见参

考文献[14 ]. 下面一个具有挑战性的任务是将“取向元”思想推广到损伤和蠕变相互作用

的领域.
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AN OR IENTED - EL EM ENT THEORY FOR AN ISOTROP IC

V ISCOPLAST IC ITY OF POLYCRY STALL INE M ETAL S

L iu Zh ihong　L iang N aigang　L iu Hongqiu
( L abora tory f or N on linear M echan ics of Con tinuous M ed ia

Institu te of M echan ics, Ch inese A cad emy of S ciences, B eij ing 100080, Ch ina)

Abstract　A n O rien ted- E lem en t T heo ry (O ET ) o rig ina t ing w ith one of the p resen t au2
tho rs, L iang [ 1～ 3 ], is developed fo r studying viscop last ic behavio rs of po lycrysta lline

m eta ls sub jected to com p lex load ing path s. A pp lica t ion of the w o rk- con juga te p rincip le

and the field- average m ethod leads to a concep t of“o rien ted- elem en t”, i. e. a rep re2
sen ta t ive o r an averaged slip system fo r tho se p ract ica l slip system s tha t have the sam e

o rien ta t ion s, from w h ich a concise viscop last ic con st itu t ive equat ion is derived. A num 2
ber of num erica l exam p les are g iven to dem on stra te O ET′s m odeling capab ility fo r dy2
nam ic load ing, and som e of the basic characterist ics ob served in experim en ts are rep ro2
duced, includ ing creep and relaxa t ion. Good agreem en ts are ach ieved betw een the p re2
dict ion s and recen t experim en t repo rts[ 6～ 9 ]. T he versa t ility of the theo ry and its po ssib il2
ity of app lica t ion to the defo rm at ion- induced an iso trop ic dam age and visco sity- dam age

in teract ion are a lso b riefly d iscu ssed a t the end of the paper.

Key words　con st itu t ive rela t ion s, viscop last icity, po lycrysta lline m eta ls
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