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分段线性系统动力学的非光滑分析1)

胡海岩
(南京航空航天大学振动工程研究所, 南京 210016)

摘要　分析了分段线性系统的非光滑向量场对 Po incare 映射可微性的影响以及由此产

生的复杂动力学行为. 研究表明: 当周期运动接近鞍结及其退化分叉或以很低速度穿

过两线性区的切换面时, 这类系统的动力学行为显著有别于具有光滑向量场的系统.
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引　 言

具有分段线性恢复力的动力学系统 (简称分段线性系统) 可描述含间隙、弹性约束和

摩擦的机械及弹塑性结构, 从而受到力学界的广泛重视. 这种系统的向量场分为两类: 一

类因刚性约束或干摩擦而不连续; 另一类虽然连续, 但由于间隙或弹性约束引起刚度突变

而不光滑. 第一类分段线性系统的模型简单, 研究相对较多[ 1 ]; 本文侧重研究第二类分段

线性系统.

80 年代以来, 一些学者用动力系统的方法研究了连续分段线性系统, 发现其具有类

似光滑动力系统的一些行为. 但这些研究基于光滑动力系统理论, 忽略了非光滑向量场的

影响或用平滑模型来逼近非光滑模型[ 2, 3 ]. 因此, 向量场的非光滑性会引起什么动力学新

现象尚不清楚. 本文将研究非光滑向量场对系统 Po incare 映射可微性的影响, 然后讨论

在两种临界情况附近数值仿真所发现的动力学新现象.

1　非光滑向量场对 Po incare 映射的影响

在计入系统控制参数 Κ的扩张相空间中考察一分段线性振子的初值问题

uα( t) = f (u ( t) , t) , 　　 u (0) = u 0 (1)

其中

u ( t) = x y Κ T ∈R 3

u 0 = x 0 y 0 Κ0
T ∈R 3

f (u , t) = y f (x , y , Κ, t) 0 T: R 3 ×R +  R 3

(2)

f (x , y , Κ, t) 是周期为 T 0 的外激励与耗散恢复力之合. 它关于系统状态 (x , y ) 连续但分段

线性, 关于控制参数 Κ和时间 t 充分光滑, 并且以 T 0 为周期.

取固定的激励相位作为 Po incare 截面, 截面上的 Po incare 映射定义为

un+ 1 = P (un) , 　 u n = u (nT 0) , 　 n = 0, 1, 2, ⋯ (3)



显见, Po incare 映射的可微性就是系统在 T 0 时刻的状态 u (T 0) 对初始状态 u 0 的可微性.

当需要明确可微性的自变量时, 文中还采用映射 (3)的下述形式

P (u ) = P (Μ, Κ) , 　Μ= x , y T (4)

1. 1 系统状态对初始状态的可微性

记U ( t) 为状态 u ( t) 对初始状态 u 0 的 Jacob i 矩阵. 根据 f (u , t) 对 u 的连续性和分段

线性,U ( t)存在且分段满足下述线性扰动微分方程组的初值问题

Uα( t) = D uf (u , t)U ( t) , U (0) = I (5)

为研究U (t)关于 u0 的连续性, 将式 (1)和式 (5)合并为一个初值问题

u
Η

( t) = f (uθ ( t) , t) , 　 uθ (0) = uθ0 (6)

其中

uθ ( t) = x y Κ 9x
9x 0

9y
9x 0

9x
9y 0

9y
9y 0

9x
9Κ0

9y
9Κ0

T

uθ0 = x 0 y 0 Κ0 1 0 0 1 0 0 T

fθ (uθ, t) = y f 0
9y
9x 0

9f
9x

9x
9x 0

+
9f
9y

9y
9x 0

　　　　
9y
9y 0

9f
9x

9x
9y 0

+
9f
9y

9y
9y 0

9y
9Κ0

9f
9x

9x
9Κ0

+
9f
9y

9y
9Κ0

T

(7)

这组微分方程的向量场是分段线性的, 且在方程 (1)向量场的切换面上间断. 因方程 (1)和

方程 (5) 分别是连续分段线性微分方程和线性微分方程, 故初值问题 (6) 有唯一解 uθ ( t).

据文献[4 ], 不连续分段线性微分方程的唯一解 uθ ( t) 关于 uθ0 连续, 从而U ( t) 关于 u 0 连

续.

初值问题 (6)对应的线性扰动微分方程组的初值问题为

u
Η

( t) = D uθfθ (uθ, t)Uϖ ( t) , 　Uϖ (0) = I (8)

若轨线 uθ ( t)在时刻 t= tγs 穿过切换面 s (uθ) = 0, 则Uϖ ( t)在该时刻由Uϖ ( t
-
s )跳到Uϖ ( t

+
s ) [ 4 ]

Uϖ ( t+
s ) = I +

[ fθ (uθ+ , t+
s ) 2fθ (uθ2, t2

s) ]D uθsγ(uθ)
D uθsγ(uθ) õ fθ (uθ2, t2

s)
Uϖ ( t2

s) (9)

以系统在位移 x s 处有一弹性约束为例, 相应的切换面方程为 s: x- x s= 0. 上式简化为

Uϖ ( t+
s ) = I +

[ fθ (uθ+ , t+
s ) 2fθ (uθ2, t2

s) ]n
y s

Uϖ ( t2
s) (10)

其中 n = 1 0 0 0 0 0 0 0 0 (11)

这表明: 若轨线 u ( t) 以很低的速度 y s 穿越切换面, 或系统恢复力在切换面两侧斜率剧

变, 则U ( t)中某些元素会在 ts 时刻大幅度阶跃. 当轨线 u ( t)以零速度与切换面相擦边时,

U ( ts)中部分元素失去意义而使 u ( ts)关于 u 0 二阶不可微.

1. 2 Po incare 映射的可微性

根据 Po incare 映射的定义及上述分析, 映射 (4)关于系统状态 Μ和控制参数 Κ一阶连
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续可微. 这说明, 连续分段线性振子的周期运动稳定性条件与光滑振子的 F loquet 理论完

全相同. 为了进一步了解向量场非光滑性对系统动力学分叉的影响, 还需分析 Po incare

映射的高阶可微性.

图 1　 Po incare 截面上的一个鞍型不动点邻域

F ig. 1 　N eighbourhood of a fixed po in t

on the Po incare section

我们先讨论 Po incare 映射关于参数 Κ的

二阶可微性. 设当 Κ= Κg 时系统的周期轨道在

时刻 tg 以零速度与某切换面擦边, 当 Κ在 Κg

附近变化时, 该轨道在 tg 时刻附近要么穿过该

切换面, 要么不再与切换面相接触. 根据 (9) 式

可得到本文讨论的第一种临界情况.

命题 1　如果控制参数为 Κg 时自 Μ0 出发

的周期轨道与某切换面相切, 则 Po incare 映射

P (Μ0, Κ)关于控制参数 Κ的二阶偏导数在 Κg 处

不存在.

为了方便地分析 Po incare 映射关于系统

状态的二阶可微性, 我们取控制参数为定值 Κs

来集中精力研究 Po incare 映射在一个 k 周期

不动点 Μs 附近的性态. 参考图 1, 设该不动点恰好落在线性区GL 和GR 的切换面 P s 上; 若

不然, 可另选激励相位作 Po incare 截面来满足这一假设.

根据命题 1, 可在 Μs 的邻域中将 k 次 Po incare 映射线性化为

P k (Μ, Κs) • Μs + J (Μs, Κs) (Μ2Μs) Μ∈ ∆(Μs) (12)

其中

J (Μs, Κs) =
J 11 J 12

J 21 J 22

= D ΜP
k (Μs, Κs) , 　det J (Μs, Κs) > 0 (13)

非奇异映射 (12)可将过 Μs 的一直线段L s 近似映射到切换面 P s 上. 若 J 12 0, 则L s 为

L s: Μ= Μs + ΑΝ, 　 Ν= J 12 2J 11
T , 　 Α∈R 1 (14)

映射 (12)将L s 映为

P k (Μs, Κs) • Μs + ΑJ (Μs, Κs) Ν= Μs + Α 0 2 det J (Μs, Κs) T ∈ P s (15)

由于L s 与 P s 不平行, P
k (Μ, Κs) 将同一线性区内位于L s 两侧的两个点分别映射到 P s 两侧

的线性区中. 因此, 从这两个点出发的轨线穿越切换面 P s 的次数将不同. 根据 1. 1 中的分

析, 在线段L s 上映射 P
k (Μ, Κs)关于系统状态 Μ的二阶偏导数不存在.

此外不难证明, 映射 P
k (Μ, Κs)沿不动点不变流形的二阶方向导数是存在的. 以不动点

是鞍点的情况为例, 映射 P
k (Μ, Κs) 将图 1 阴影扇区中的点映到 P s 另一侧的线性区, 故稳

定流形W
s 和不稳定流形W

u 均在白色扇区中, 而映射 P
k (Μ, Κs)在白色扇区中二阶可微.

上述分析给出了本文所关心的第二种临界情况.

命题 2 　 Po incare 映射 P
k (Μ, Κs)关于系统状态的二阶偏导数在任何对应于非线性周

期运动的不动点处均不存在; 但沿不动点不变流形的二阶方向导数存在.
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2　 数值仿真中的动力学新现象

2. 1 分段线性振子及其局部平滑模型

　　考察一个广泛使用的对称分段线性振子, 其无量纲化后的运动微分方程为

xα= y , yα= 2g (x ) 22Φy + Θsin, Κt , Κ
õ

= 0 (16)

其中分段线性奇函数 g (x )描述了由对称弹性约束提供的弹性恢复力

g (x ) =
x , ûx û Φ 1

Λx + (12Λ) sg n x , ûx û > 1
(17)

仿真试验中取激励频率 Κ为控制参数, 而刚度比 Λ, 阻尼比 Φ和无量纲激励幅值 Θ保持不

变.

作为对比, 我们还考察一具有光滑向量场的振子. 它与上述振子的区别是在刚度突变

处±0. 01 范围内用多项式取代原来的折线 , 使拐角得三次以上的平滑, 故被称作局部平

滑模型.

2. 2 非精确不动点问题

研究周期激励系统的首要任务通常是确定周期运动, 即 Po incare 映射的不动点. 对

强非线性状态的分段线性系统, 这需借助数值方法. 现研究映射在近似 k 周期不动点 Μs 附

近的特性. 据命题 2, 若 Μs 落入阴影扇区则 Po incare 映射沿其不变流形的二阶方向导数

不存在. 更进一步, 若其 Jacob i 矩阵的一个特征值接近 1, 则可由L yapunov- Schm idt 方

法将映射约化到一维流形上讨论. 在该流形上用局部坐标w 表示 Po incare 映射, 其最简

单的非退化形式为

q (w ) = a10w + a01Μ+ a±
20w

2, 　Μ= Κ2Κs (18)

其中 a10 = 1 , a01a
±
20 0 , a±

20 =
a2

20, w < 0

a+
20, w Ε 0

(19)

由图 2 易见: 若 a
-
20a

+
20> 0, 则 Po incare 映射的分叉图与鞍结分叉图相似; 但若 a

-
20a

+
20< 0,

则分叉图类似于一迟滞点, 而迟滞点在参数 a10偏离 1 的任意小扰动下是非持久的.

图 2　 约化后 Po incare 映射的分叉图
—— stab le, 2222unstab le

F ig. 2 B ifurcation diagram s of
reduced Po incare m app ing

图 3　不精确的周期 1 解支图
(Λ= 0. 1, Φ= 0. 03, Θ= 1. 25)

F ig. 3　 B ranch of a P- 1 o rb it
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　　我们用定步长为 10- 3
T 0 的R unge- Ku tta 法计算一稳定周期 1 不动点, 图 3 是它关

于激励频率的变化关系. 解支在由 J (Μs, Κs) 的特征值监视到的一个分叉点附近分成若干

段, 表现出上述非持久跳跃现象. 但这种跳跃来自不动点的精度不够高. 当我们用分段线

性系统在各线性区中的状态转迁公式来取代 R unge- Ku tta 法积分后, 解支变为连续曲

线. 再用同样步长的四阶R unge- Ku tta 法求解局部平滑模型, 也获得了连续的解支, 从

而证实了非光滑恢复力是这一现象的起因. 详细的分析表明, 在上述频带中该解支仅有一

P itchfo rk 分叉[ 5 ].

这一现象说明: 当连续分段线性系统的周期运动接近分叉时, 数值解必须有很高的

精度才能提供正确信息. 由于对工程问题用状态转迁公式编写程序相当复杂, 仍考虑用

R unge- Ku tta 法求高精度的周期解: 在轨线穿越切换面的积分步中将步长缩小到 10- 5

T 0, 而其它积分步仍用大步长. 这样仅增加极少的机时消耗, 但使分叉点附近的周期解精

度大大提高, 解支保持连续.

2. 3 周期解支延续中的突发分叉

延续算法是揭示非线性系统动力学关于控制参数变化的有力工具. 算法的关键之一

是用检测函数的外插值来估计控制参数的分叉值, 选择适宜的延续步长. 检测函数是控制

参数 Κ的实值函数, 其根对应控制参数的分叉值. 对于不动点 Μ0 的鞍结及其退化分叉, 常

用的检测函数为

Σ(Κ) = det (J (Μ0, Κ) 2I ) (20)

根据命题 2. 2, 当 Κ= Κg 时若系统由不动点 Μ0 出发的周期轨道与某切换面相切, 则 J (Μ0,

Κs)在 Κ= Κg 处关于 Κ不光滑; 故 Σ(Κ) 在 Κ= Κg 处非光滑, 其外插值无法提供正确的分叉点

信息.

数值仿真中, 我们随激励频率由 Κ= 0. 2305 下降用延续算法跟踪系统的一个稳定周

期 1 解支. 在 Κ到达 0. 2298 之前, 图 4 中实线所代表的检测函数一直表明该解支有很好

的稳定性, 似乎远离任何鞍结分叉. 然而, 该周期轨道在 Κ= 0. 2298 时与两个弹性约束相

擦边. 随着 Κ进一步减小, 检测函数突然改变了变化趋势. 当 Κ= 0. 2297 时, 检测函数为

零, 从而有鞍结分叉发生. 值得注意的是, 控制参数不足 0. 05◊ 的变化就完全否定了根据

检测函数所作的预估. 这种由周期轨道与弹性约束擦边引起的分叉具有严重的突发性, 是

光滑动力系统理论所不能预测的.

图 4　 跟踪周期 1 解支的检测函数
(Λ= 5. 0, Φ= 0. 03, Θ= 10. 0)

F ig. 4　 T est functions in tracing a P- 1 o rb it

　　在实践中, 许多连续分段线性系统的恢

复力模型是可以用局部平滑模型来代替的.

图 4 中的虚线是局部平滑模型相应的检测

函数, 显然它比较平滑. 这一现象鼓励我们

尽可能地使用局部平滑模型, 从而避免在解

支的延续中处理擦边现象带来的困难.

上述周期轨道的擦边现象与文献[1 ]中

冲击振子的轴道擦边现象类似, 是连续分段

线性系统最引人注目的特征之一. 人们自然

会关心: 这种现象是否时常发生? 我们的数值仿真表明: 只要连续分段线性系统受到足
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够强的简谐激励, 在工程上感兴趣的激励频带中就有非常丰富的各种擦边周期运动[ 6 ].

3　结 　论

连续分段线性系统向量场的非光滑性破坏了 Po incare 映射在不动点处关于系统状

态的二阶可微性; 若系统的周期轨道与某切换面相切, 这种非光滑性还破坏 Po incare 映

射关于控制参数的二阶可微性. 当系统的周期运动接近鞍结分叉和相应退化分叉, 或当周

期轨道以极低速度穿过切换面时, 上述二阶可微性的丧失会给系统数值仿真带来一系列

新问题, 出现用光滑动力系统理论难以解释的现象. 研究表明采用局部平滑模型是克服数

值仿真困难的简便方法.
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Abstract　Begin s w ith ana lyzing the effect of non sm oo th vecto r field of a p iecew ise- lin2
ear system on the d ifferen t iab ility of the Po incare m app ing, then, p resen ts the dynam ics
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etra tes a sw itch ing p lane betw een tw o linear reg ion s a t very low velocity.
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