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摘要　对梯度塑性连续体提出了一个有限元方法1内状态变量的L ap lacian 的确定基于它

在求积点邻域的最小二乘方多项式近似1具体地考虑了具有一点求积和Hourglass 控制特

点的基于胡海昌2W ash izu 变分原理的混合应变元和单元平均意义下的 von2M ises 屈服准

则1解析地导出了梯度塑性下一致性单元切线刚度矩阵和速率本构方程的一致性积分算

法1在所建议的非局部化途径中求积点的一致性条件在非局部化意义下逐点精确满足1数
值例题表明所提出的非经典连续体的有限元方法求解应变局部化问题的有效性1
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引 　 言

由应变软化引起的应变局部化现象常常与结构承载能力的急剧下降相联系, 因此局部

化现象的发生和发展往往被看作为工程结构破坏的开端和结构失效1在过去十年中已有大

量的工作致力于这个现象的理论、实验及数值模拟研究1基于经典连续介质力学理论的局部

化行为数值模拟的大量工作已经表明所取得的结果是不能令人满意的1经典 (局部) 的连续

体模型的基本缺陷在于它们没有包含内部长度参数或高阶连续结构, 因而当局部化发生时

在拟静力荷载下的控制方程将丧失椭圆型, 成为数学上病态提法的问题以及问题的数值模

拟结果病态地依赖于有限元网格, 并且当有限元网格加密时, 应变软化部位的能量逸散将

被错误地估计为零, 其结果将收敛到不正确的没有物理意义的有限元解[ 1 ]1
已有许多努力致力于克服上述困难, 但有效的且具根本性的补救措施是在连续体中引

入正则化机制以保持控制方程的椭圆型1当前引入正则化机制的途径主要有三条1一条途径

是仍采用经典连续体的本构方程, 但包含了某种粘性效应[ 2 ] , 但这个途径的有效性依赖于

包含在本构模型中粘性效应的量1另一条途径是采用引入了高阶连续结构的Co ssera t 连续

体理论[ 3～ 6 ] , 在这个途径中对连续体引入了旋转自由度, 相应于由旋转自由度产生的微曲

率, 引入了一个与微曲率能量共轭的对偶应力、以及作为正则化机制在本构方程中具有

“特征长度”意义的内部长度参数1de Bo rst [ 5 ] 推导了 von2M ises 屈服准则下的弹塑性

Co ssera t 连续体公式1F leck 和 H u tch in son [ 6 ]在这个途径下进一步研究了不可压缩塑性体

(J 22塑性流动) 在小应变假定下的应变梯度理论1在他们以复合材料为背景所提出的唯象理

论中, 对作为高阶连续项的微曲率赋予了相应的物理意义: 在 von2M ises 有效应变度量统

计意义下贮存的位错所造成的硬化基础上, 由微曲率张量定义的不变量则被用以度量由于
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几何上所必须的位错所造成的硬化1以Co ssera t 连续体理论为基础的途径的主要缺点在于

在纯拉压荷载下作为正则化机制而引入的对偶应力将不起作用, 因而退化为经典的连续体

理论1最后一条途径是采用非经典 (非局部化) 的连续体理论, 其基本思想是以不同方式引

入了梯度项1L asry 和Belytschko [ 7 ]在应变2位移关系中引入了位移的高阶梯度项, 而A ifan2
t is, M uh lhau s, de Bo rst 和 Sluys[ 8～ 12 ]则是在非弹性本构方程中引入了描述非弹性变形的

内状态变量的某种梯度, 相应于这些内状态变量的梯度项, 在材料模型中引入了作为正则

化机制的内部长度参数1P ijaud ier2Cabo t 和Bazan t [ 13 ]以积分形式定义了非局部化的内状态

变量, 等等1
基于梯度塑性途径, 本文提出了一个考虑有限应变和应用混合应变元的梯度弹塑性连

续体有限元方法1解析地导出了梯度塑性下一致性单元切线刚度矩阵和速率本构方程的一

致性积分算法1虽然每个求积点的屈服条件不再是局部的, 然而对荷载增量步的每次迭代求

积点的一致性条件在非局部化意义下逐点精确满足1塑性乘子仍处理为在每个求积点处定

义而在非局部化意义上确定的内状态变量1塑性乘子 (有效塑性应变) 的L ap lacian 的确定

基于它在求积点邻域的最小二乘方多项式近似1由于塑性乘子并不取作为独立的全局未知

量, 因此不存在对塑性乘子插值的形函数所要求C
1连续性1

虽然在本文的公式推导中具体地考虑了具有一点求积和Hou rg lass 控制特点的基于胡

海昌2W ash izu 变分原理的二维四节点混合应变元和单元平均意义下的 von2M ises 屈服准

则, 本文所提出的推导梯度弹塑性有限元公式的方法可用于位移元和较为一般的屈服条件

和非局部化软化规律1

1　梯度 von -M ises 塑性模型的本构方程

弹塑性材料的速率本构方程可写为

Ρα= D eΕαe = D e (Εα- Εαp ) = D e Εα- Κα5f
5Ρ (1)

式中Ρα是应力速率; Εα, Εαe 和Εαp 分别是总应变速率和它的弹塑性部分; D e 是弹性模量矩阵; Κα

是塑性乘子率; f 是屈服函数, 对于梯度 von2M ises 塑性, 屈服条件可表示为

f = f (Ρ, Εγp , ¨ 2Εγp ) = Ρ(Ρ ) - Ρy (Εγp , ¨ 2 Εp ) = 0 (2)

式中 Εp 表示有效塑性应变, 有效应力定义为

Ρ =
3
2

S T S
1ö2

(3)

式中S 是偏应力向量; 而 Ρy 表示当前屈服应力1可以注意到, 在本文的梯度塑性模型中, 应

力、应变虽仍定义为局部的量, 但与经典的塑性理论不同, 式 (2) 中定义的 Ρy 不仅依赖于

内状态变量 Εp 的局部值, 且与它的非局部值, 即它的L ap lacian 值有关1假定 Ρy 为 Εγp 的分

片线性函数和 Εp 的L ap lacian 的线性函数

Ρy = Ρy 0 + hp ( Εp ) Εγp - C ¨ 2 Εp (4)

式中 Ρy 0是初始屈服强度, hp 是依赖于 Εp 的硬化或软化参数, C 是非局部化材料参数且定义

为

C =
5f

5̈ 2 Εp (5)
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式 (4) 也可改写为

Ρy = Ρy 0 + hp Εp -
C
h p

¨ 2Εγp (6)

当材料软化, 即 hp < 0时, 令

l = -
C
h

(7)

则式 (6) 又可改写为

Ρy = Ρy 0 + h p Εγp + l2¨ 2 Εp ) (8)

式中 l 是非局部化材料内部 (特征) 长度参数1 (4) ～ (8) 式所表示的非局部化应变硬化

ö软化规律顾及了剪切带一类应变局部化问题中塑性变形的不均匀演化过程1与传统的塑性

模型相比, 非局部化梯度塑性模型中的梯度项补充了局部点邻域的材料行为的信息1当标志

材料不稳定性的应变局部化过程发生时, 它与内部长度参数 l 一起构成了保证问题保持为

原有椭圆型的正则化机制1

根据 (1) ～ (3) 式以及有效塑性应变定义 ∃Εγp =
2
3

∃Εp T

∃Εp
1ö2

可得

Κα= Εγ
õ

p (9)

　　考虑由时间 t 到 t+ ∃ t 的荷载增量步, 由方程 (1) 积分并映射到塑性流动方向, 可得

标量本构方程

Ρt+ ∃ t = ΡE
t+ ∃ t - K E ∃Κ (10)

式中 K E = 3G (G 是剪切模量) 是有效弹性刚度, 以及

ΡE =
3
2

S ET

S E
1ö2

(11)

S
E 是ΡE 的偏量 , 弹性试应力ΡE

t+ ∃ t定义为

ΡE
t+ ∃ t = D e (Εt+ ∃ t - Εp

t ) (12)

因而给定应变下屈服函数的变化率可表示为

fα= - (K E + hp ) Κα+ C ¨ 2 Κα (13)

可以看到, 与经典计算塑性不同的是塑性乘子将不可能在求积点局部地确定1

2　混合应变元

本文所应用的二维四节点混合应变元[ 14 ]基于胡海昌2W ash izu 变分原理以及具有单元

一点求积和Hou rg lass 控制的特点1并且由于采取共旋公式[ 15 ] , 单元对大转角和大应变均

有效1在本文工作的共旋公式中, 采用了共旋Cauchy 应力张量Ρl, 它可被认为是参考与物体

共旋的“局部坐标”而表示的Cauchy 应力张量Ρg , 即Ρl= T Ρg T
T , 式中T 是任意线元r 参考

全局坐标系表示的rg 到参考“局部坐标”系表示的r l 之间的变换矩阵, 即r l= T rg 1 相应地,

与共旋 Cauchy 应力能量共轭的虚应变度量是A lm an si 应变定义下的 R ivlin2E rik son 应变
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速率 (十分接近于一种对数应变度量) 1 单元位移场假定为经典的自然坐标 Ν, Γ的双线性

函数, 而单元的应力与应变场假定为

Ε= Ε+ h , ΑΕx , 　　 Ρ = Ρ + h , Α Ρx (14)

式中Ε= [Εx x Εy y Εz z Εx y ]T 和Ρλ = [Ρx x Ρy y Ρz z Ρx y ]T 表示单元内的常应变、常应力场, 而 (14) 的两

式中作为消除单元零能模式与自锁现象的右端第二项在单元内随坐标而变

h , Α =

h , x - h , y

- h , x h , y

0 0

0 0

, 　 h =
A e

4
ΝΓ (15)

Εx = [Εx
1　Εx

2 ]T , 　 Ρx = [Ρx
1　Ρx

2 ]T (16)

式中A e 是有限元面积1式 (3) 中定义的有效应力由它在单元内的平均值代之, 即

Ρ =
1

A e∫A e

3
2

S T S
1ö2

dA e (17)

相应地 ΡE 及它的速率能写成

ΡE 2

=
1

A e∫A e

3
2

S E T

S E dA e (18)

Ρλ
õ

E =
3G
Ρ

SθE T

P Εγ
õ

+
2

A e
Ρx E T

H Εαx (19)

式中塑性势矩阵及H 矩阵可表示成

P =

2ö3 - 1ö3 - 1ö3 0

- 1ö3 2ö3 - 1ö3 0

- 1ö3 - 1ö3 2ö3 0

0 0 0 2

(20)

H =
H x x - H x y

- H x y H y y

, 　 H ij =∫A e

h , ih , j dA e (21)

3　非局部化速率本构方程的一致性积分算法

考虑一个典型的时间步 [ t, t+ ∃ t ] 以及处于塑性屈服下的一个任意材料点 i, 当前 k 迭

代步的屈服条件能以迭代方式写成

f i, k = f i, k - 1 + ∆f i = f i, k- 1 - (K E + hp ) i∆(∃Κi) + C ¨ 2∆(∃Κi) = 0 (22)
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式中

f i, k- 1 = Ρi, k- 1 - (Ρy o, i + h p , iΕγp
i, k - 1 - C ¨ 2 Εp

i, k- 1) (23)

　　为计算¨ 2∃Κi, 考虑围绕积分点 i 的相邻积分点1令N i 是积分点 i 的相邻积分点数, 我

们能以 ∃Κj ( j∈N i) 表示¨ 2∃Κi

¨ 2∃Κi = 6
N i

j = 1
g ij ∃Κj (24)

　　为确定系数 g ij , 假定以一个完备的二阶多项式表示积分点 i 邻域的塑性乘子场

∃Κ= aT v (25)

式中

a = [a1 a2 a3 a4 a5 a6 ]T (26)

v = [1 x y x 2 x y y 2 ]T (27)

向量 a 的各分量由使

E rro r = 6
N i

j = 1

(∃Κ- ∃Κj ) 2 (28)

最小化获得

a = G - 16
N i

j= 1
∃Κj v j (29)

式中v j 是相邻积分点 j 的向量v , 以及

G = 6
N i

j= 1

v j v
T
j (30)

因而式 (21) 中的系数 g ij能由下式确定

g ij = g Tv j (31)

式中

g T = 2[G - 1 的第四行 + G - 1的第六行 ] (32)

可以注意到系数 g ij仅仅依赖于相邻积分点的坐标1积分点 i 的相邻积分点的选择简单地根

据网格拓朴1一般地, 它们是积分点 i 所在单元的相邻单元的积分点的集合1然而, 如果在此

集合中的积分点数量不足以计算G
- 1 (即G 是奇异的或者病态) , 例如对于网格边界或角点

处单元内的积分点, 则若干非直接的相邻单元 (积分点 i 的相邻单元的相邻单元) 中的积分

点将被收集入这个集合以确定 g ij 1
值得指出的是所假定的积分点 i 邻域处塑性乘子函数多项式近似仅仅是作为近似地确

定¨ 2∃Κj 的一个手段, 它并不意味着对塑性乘子本身引入最小二乘方意义上的近似1
将式 (21) 代入 (19) 得到对每个积分点 i 的 ∆ (∃Κi) 如下
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∆(∃Κi) =
f i, k- 1 + C 6

N i

j= 1, j≠i

g ij ∆(∃Κj )

(K E + hp ) i - C g ii
(33)

4　梯度 von - M ises 塑性的一致性单元切线矩阵

为保证全局牛顿迭代的二阶收敛率, 必须对梯度 von2M ises 弹塑性导出非局部化意义

上的一致性切线矩阵1作为非局部化的应力2应变速率本构关系, 积分点 i 处应力速率Ραi 不

仅依赖于积分点 i 处并且还依赖于它的相邻积分点处的内状态变量, 因此可写为

Ραi = 6
N r

i= 1
D ep , j Εαj (34)

式中N r 是积分点 i 所在的弹塑性区中的积分点总数1然而根据数值观察, 仅仅属于积分点 i

的那些相邻积分点 j 处的D ep , j才在式 (31) 中对Ραi 有真正的影响, 因此可足够精确地假定

Ραi≈ 6
N i

j = 1
D ep , j Εαj (35)

　　令L ( i) 和N ( i) 分别表示积分点 i 的相邻积分点的集合和集合中积分点数1定义交L i

(k ) = L ( i) ∩L (k ) 并令N i (k ) 为此交中的积分点数1将式 (10) 的变化率代入 fαk = 0

可得在 t+ ∃ t 时刻每个积分点 k∈L ( i) 的一致性条件

(K E + hp ) k , t+ ∃ t Εγ
õ

p
k , t+ ∃ t - C 6

N i
(k)

j = 1, j∈L i
(k )

g k j Εγ
õ

p
j , t+ ∃ t = Ρλ

õ
E
k , t+ ∃ t (36)

由方程组 (36) 的求解得到每个积分点 k∈L ( i) 处的有效塑性应变率

Εγ
õ

p
k , t+ ∃ t = 6

N ( i)

j = 1
p k j Ρλ

õ
E
j , t+ ∃ t (37)

将式 (37) 代入对积分点的方程 (10) 的速率形式得到

Ρλ
õ

i, t+ ∃ t =
hp

K E + h p i
Ρλ
õ

E
i, t+ ∃ t + 6

N ( i)

j = 1
Γij Ρλ

õ
E
j , t+ ∃ t (38)

式中

Γij = ∆ij 1 -
hp

K E + hp i
- K E , i p ij (39)

将式 (19) 代入式 (38) , 并经过一番常规演绎可得到应力率Ραi 在单元内所作虚功的积分

∫A e

∆ΕT
i ΡαidA e = [∆ Εi ∆Εx

i ]
C l

11, i C l
12, i

C l
21, i C l

22, i

Εγ
õ

i

Εαxi
+ 6

N i

j= 1

C nl
11, ij C nl

12, ij

C nl
21, ij C nl

22, ij

　Εγ
õ

j

　 Εαxj
(40)
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式中局部的一致性切线模量子矩阵

C l
11, i = A ei

(Β2 P 2Β3 P Ρi ΡλT
i P ) +

EA ei

3 (1 - 2Μ) m m T

C l
12, i = - 2Β3 P Ρi Ρx T

i H i

C l
21, i = - 2Β3 H i Ρx

i ΡλT
i P

C l
22, i = 2Β2 H i2 4Β3

A ei

H i Ρx
i Ρx T i H i

(41)

以及非局部的一致性切线模量子矩阵

C nl
11, ij = Γij

3A ei
G j

ΡiΡλj
P Ρi Ρλj P

C nl
12, ij = Γij

3A ei
G j

A ej
Ρλi Ρj

P Ρi Ρx T

j H j

C nl
21, ij = Γij

6G j

ΡiΡλj

H i Ρx
i ΡλT

j P

C nl
22, ij = Γij

12G j

A ej
ΡiΡλj

H i Ρx
i Ρx T

j H j

(42)

式 (41) 中m = [1 1 1 0 ]T 以及系数

Β2 = 2G i
Ρi

ΡE
i

, 　Β3 =
3G i

Ρ2
i

Ρi

ΡλE
i

-
hp 1i

(K E + h p ) i
(43)

　　为利用混合应变元分析有限应变和 (或) 有限转角几何非线性问题, 在本文工作中采

用了共旋公式1对每一个单元在单元形心嵌入一个局部坐标系并与单元一起旋转, 单元位

移、应变和应力参考单元当前构形的局部坐标系计算[ 14 ]1

5　数值例题

数值例题中数据和结果的量纲为: L 0, B 0, y , l 等: mm ; E , Ρy o, h p , C 等: N ömm 21
考虑如图 1 (a) 所示初始长度L 0 = 5 和初始宽度B 0 的矩形板, 它离散为规则的N ×M

四节点混合应变元网格 1 它的下端固定而在顶部承受一个水平方向的单调增长的指定位

移, 并作为一个平面应变问题分析 1 为使例题成为纯剪问题, 排除所有节点的垂直方向位移

以及强迫位于网格中同一水平网线上的各节点具有相同的水平位移 1
为表明本文所建议的梯度塑性有限元方法成功地克服了分析结果病态地依赖于网格划

分的问题, 考虑例题 11 在此例中指定四种情况, 它们的宽度B 0 和网格密度不同: (1)B 0 =

3, M = 5, N = 3; (2)B 0 = 1175, M = 15, N = 5; (3)B 0 = 1, M = 25, N = 5; (4)B 0

= 017, M = 35, N = 51 全板的材料弹性性质: E = 210 000 和 Μ= 01 除 y = - 015 和 y

= 015 之间的区段, 其余部分的材料初始屈服强度 Ρy o = 240, 而介于 y = - 015 和 y = 015

之间区段的材料初始屈服强度已削弱至 Ρy o = 2301 全板的材料应变软化参数 h p = - 10

000, 非局部化材料参数 C = 20001 相应地, 材料内部长度参数可计算得 l = -
C
h p

=

01447 211
如图1 (b) 和图1 (c) 所示, 虽然3×5单元网格划分的解稍偏离于收敛解 (不难理解和
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解释) , 但另外三种情况的数值结果非常一致1图1 (b) 表示了剪应力2上端部指定水平位移

曲线的收敛性1图1 (c) 表示了在上端部指定水平位移值 ∃u= 8156×10- 2时有效塑性应变沿

y 轴的分布, 由于对称性仅图示在板的一半上的分布, 值得注意的是后三种不同情况的局部

化区域的宽度的数值解与由w = 2Π -
C
hp

[ 11 ]确定的解析解非常一致1

图1 (b) 板顶指定水平位移2剪应力曲线

F ig11 (b) Shear stress curves w ith increasing p rescribed

disp lacem ent in x axis at the top of the p late

图1 (c) 沿 y 轴有效塑性应变分布

F ig11 (c) Effective p lastic strain distribu tion

along y ax is of the p late

例题2显示局部化区域宽度对非局部化材料参数C (材料内部长度参数 l) 的相关性1考
虑三种情况, 它们皆具有与例题1情况 (2) 相同的尺寸、单元网格和初始屈服强度1为表明

所建议的方法在有限应 变条件下有效, 采用 E = 10 000, Μ= 0, h p = - 2 5001 三种不同情况
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下: (1) C = 450, (2) C = 275, (3) C = 1001 图2 (a) 给出了三种情况下剪应力2上端水平

指定位移曲线, 而图2 (b) 显示了局部化区域宽度以及有效塑性应变分布1可以看到, 较大

的 l (C ) 值相应于较宽 的局部化区域和较低的有效塑性应变值1这是由于非局部化效应在

较宽局部化区域下具有较多的材料贡献其承载能力以抵抗塑性变形的进一步发展1

(a) 板顶指定水平位移2剪应力曲线

(a) Shear stress curves w ith increasing p rescribed

disp lacem ent in x axis at the top of the p late

(b) 沿 y 轴有效塑性应变分布

(b) Effective p lastic strain distribu tion along

y ax is of the p late

图2　不同非局部化材料塑性参数C 下的变化

F ig12 Fo r differen t values of the non- local m aterial p last ic param eter C
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F IN ITE EL EM ENT ANALY SIS FOR GRAD IENT PLAST IC ITY

AND MOD ELL ING OF STRA IN LOCAL IZAT ION

L i X iku i 　S1 Cesco t to+

( N ationa l L abora tory f or S tructu ra l A na ly sis of Ind ustria l E qu ipm en t,

D alian U niversity of T echnology , D alian 116023, Ch ina)

+ ( M 1S 1M 1 D ep artm en t, U niversity of L ieg e, B elg ium )

Abstract　A fin ite elem en t m ethod fo r grad ien t p last ic con t inuum is p resen ted1 T he L ap la2
cian of the in terna l sta te variab le is determ ined on the basis of a least square po lynom ia l

app rox im at ion of the in terna l sta te variab le around each in tegra t ion po in t1 A m ixed stra in

elem en t w ith one po in t guadra tu re and hou rg lass con tro l derived from the H u - W ash izu

p rincip le and the average von2M ises yield criterion are part icu la rly con sidered1T he con sis2
ten t elem en t st iffness m atrix and con sisten t a lgo rithm fo r the in tegra t ion of the ra te con st i2
tu t ive equat ion fo r the grad ien t p last icity are ana lyt ica lly derived1 T he con sistency condi2
t ion is exact ly sa t isf ied a t each in tegra t ion po in t in the non2loca l sen se in the p ropo sed ap2
p roach1 T he num erica l exam p les illu st ra te the capab ility and perfo rm ance of the p resen t f i2
n ite elem en t m ethod fo r the non2classica l con t inuum in so lving fo r the stra in loca liza t ion

p rob lem s1

Key words　grad ien t p last icity, st ra in loca liza t ion, f in ite elem en t, con sisten t a lgo rithm
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