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弹ö粘塑性柱体扭转问题的位移解
刚芹果

(河北大学数学系, 保定 071002)

摘要　利用位移通解, 讨论了柱体的弹2粘塑性扭转问题1
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　　在文 [1 ] 中, 曾利用L ap lace变换, 求解这一问题1但这种方法, 对 t= 0时刻应力和应变的取值是很

模糊的1另外, 不同半径处, 进入粘塑性状态的时间也不同1为此, 本文采用位移的通解形式, 重新求解这

一问题1
半径为 a 的圆柱体, 在扭矩M ( t) 的作用下, 若 y = 0端固定 (y 为轴向) 1 则其位移 u 通解为[1 ]

u (r, y , t) = ryF ( t) (1)

F ( t) 为时间 t的待定函数, 并假设F ( t) 为单调增函数, 即不考虑卸载过程1无论是弹性状态还是粘
塑性状态, 上式都成立1
控制方程为[1 ]

G rF ( t) = Σ (ΣΦ K )

r Fα( t) =
1
G

Σ′+ 1
Γ (Σ- K ) (ΣΕ K )

(2)

K 是屈服应力1Σ为剪应力, 是 r和 t的函数1 Fα ( t) =
dF ( t)

d t
, Σ′= 5Σ

5t
1

由 (2) 式的第一个方程得半径 r处进入粘塑性状态 (Σ= K ) 的时间 t1为

t1 = F - 1 K
G r

(3)

F - 1为F 的反函数1当 tΕ t1时, r处已进入粘塑性状态, 应用式 (2) 的第2个方程, 并注意到 t= t1时, Σ
= K , 得其解为

Σ(r, t) = K + rG∫
t

t1
Fα(Σ) e- G

Γ (t- Σ) dΣ (4)

　　根据平衡条件

2Π∫
a

0
Σr2 dr = M ( t) (5)

并考虑到 t= t0时, 弹粘塑性交界面为 b, 由上式得

G
4

F ( t0) b4 +
K
3

(a3 - b3) + G∫
a

b
r3∫

t0

t1
Fα(Σ) e- G

Γ (t0- Σ) dΣ dr =
M ( t)

2Π (6)

注意上式中的 t1为 r的函数 (见 (3) 式) 1 由式 (3) 还可知, t0与 b 之间的关系为

t0 = F - 1 K
Gb

(7)



由 (6) 和 (7) 式组成了该问题的求解方程1已知 t0和F ( t) , 由 (6) 和 (7) 式可求得 b和M ( t) 1 或

由已知 t0和M ( t) , 求得 b和F ( t) 1 但由于 (6) 和 (7) 式都是很复杂的非线性方程, 所以求其解析解,

将是很困难的1若不考虑 (6) 式左端第三项, 则为理想弹塑性情况[2 ]1

对于中空的圆柱扭转问题, 有类似分析1 (略)
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对“弹ö粘塑性柱体扭转问题的
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　　1995年第4期《力学学报》上的“弹ö粘塑性柱体扭转问题的函数L ap lace变换解”一文对实心圆柱体

的弹ö粘塑性扭转问题进行了很好的讨论1然而对于复连通域的空心圆柱体, 该文中的 (19) 式有误, 应该

是

M = 2Πb2<b + 2∫
2Π

0∫
a

b
<r dr dΗ (1)

式中 <b= <û r= b, 对上式进行拉氏变换得

M öS = 2Πb2<b + 2∫
2Π

0∫
a

b
<r drdΗ (2)

将该文中 (14) 式<之值代入上式可解得

Fϖ1 =
2M (söG + 1öΓ)

Πa4 (1 - Α4) s2 -
4K (1 - Α3)

3Γa (1 - Α4) s2 (3)

式中 Α= böa , 上式代入
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