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弹塑性矩阵 Dep的特性和有限元边坡稳定性分析中

的极限状态标准 
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摘要：证明了关联流动条件下的弹塑性矩阵在硬化、理想塑性和软化情况下分别为正定、半正定(亏一秩)和不定矩

阵，然后利用理想弹塑性矩阵的奇异性证明当边坡达到极限平衡状态时，坡内必存在一个由坡底贯通到坡顶的单

元层，该单元层内的所有单元全都进入塑性状态，从而为利用等效塑性应变或塑性功的等值线图来判别边坡的极

限状态找到了力学依据。还定性分析了利用有限元法在分析边坡问题时塑性区往往被夸大的本质原因，也给出了

克服这一缺陷的技术性办法。 
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PROPERTIES OF ELASTO-PLASTIC MATRIX Dep AND A CRITERION ON 

LIMITING STATE OF SLOPE STABILITY BY FEM 
 

ZHENG Hong1，2，LIU De-fu1 
(1. College of Civil and Hydroelectric Engineering，China Three Gorges University，Yichang  443002，China； 

2. Institute of Rock and Soil Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Wuhan  430071，China) 

 
Abstract：It is proven that under assumption of the associated flow rule，the elasto-plastic matrix Dep is positive 
definite for hardening materials，positive semi-definite (the rank deficiency being one) for perfectly plastic 
materials and indefinite for softening materials，respectively. Based on the fact that Dep is singular for perfectly 
plastic materials，it is stated that if a slope arrives at the state of limit equilibrium，a layer of elements must go 
through the slope from the bottom of the slope to the top，each element in the layer being in plastic state. Hence，
it is rational that the contour plots of the equivalent plastic strain or the plastic work are used to judge if slopes 
reach the limit equilibrium state. The paper makes a qualitative analysis for the abnormal phenomenon in which 
the plastic zones are usually overestimated in analyzing slope problems by FEM. The skill for overcoming such an 
abnormal phenomenon is proposed as well. 
Kew words：rock and soil mechanics；elasto-plastic matrix；finite element；criterion of the instability of slope 
 
 
1  引  言 

 
有限元求解边坡安全系数所采用的方法一般是

强度折减法[1～10]。虽然从理论上说，有限元比经典

的极限平衡法具有许多独特的优势，但目前有限元

的结果在边坡设计中却仍然仅作为参考。究其原

因，笔者认为主要是由于两个主要矛盾未能在有限
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元–强度折减技术中得以很好的解决。其一是缺乏

统一的与有限元–强度折减技术相关联的边坡极限

状态的判定标准，亦即边坡失稳判据，其将直接影

响到安全系数的计算结果和边坡在极限状态下的塑

性区分布；其二是缺乏系统而严密的确定边坡潜在

滑面的方法，然而这一问题在二维情况下已获得初

步解决，如文[11]利用人工智能方法解决了基于
Fellenius 法安全系数定义(即抗滑力比滑动力)的边
坡潜在滑面的搜索。文[12]通过建立并求解潜在滑
面的初值问题，解决了基于 Bishop法安全系数定义
(即强度储备系数)的潜在滑面的定位。 
目前，失稳判据大致有以下几种类型： 
(1) 以迭代过程不收敛为标准[1～4]，这是最常用

的标准，其认为当边坡处于极限平衡状态时，非线

性有限元方程组的迭代过程将不收敛。由于收敛的

标准通常是由用户指定的失衡力的大小来控制的，

且不收敛可由很多其他因素而引起，并不一定意味

着结构已经崩溃[13]，因此这一标准缺乏客观性。 
(2) 以某个特征点为标准[5，6]，认为当边坡达

到极限状态时，某些点的位移会趋于流动状态，这

在理论上是正确的，但在选取特征点时应非常慎重，

否则在某些复杂情况下选取不同的特征点，可能会

给出不同的安全系数。此外，取位移–强度折减系

数曲线上的哪一点作为极限状态尚未取得共识。 
(3) 广义剪应变标准[7]或广义塑性应变标准[8，9]，

这类标准认为当边坡达到极限平衡态时，广义剪应

变[7]或广义塑性应变[8，9]的等值线图中，必有一条等

值线，通常是数值较小的那条等值线，由坡底贯通

到坡顶。本文将论证这一标准的合理性。但是，由于

坡内应变值的大小与岩土材料的软硬程度是密切相

关的，当坡内含有软硬相差很大的材料时，广义剪

应变或广义塑性应变的等值线图将会非常怪异，因

此，笔者建议改用塑性功等值线图来弥补这一不足。 
(4) 能量准则[14]，由邵国建、卓家寿等提出的

基于能量准则的岩体稳定性分析方法是一个在概念

上有别于经典极限平衡法的分析方法。该方法是通

过干扰能量等值线图来确定潜在滑面的。为了得到

单元的干扰能量，需考虑系统的几何非线性，计算

中会涉及到几何刚度矩阵的求逆和特征值问题的求

解，其运算量和存贮量甚至高于应力分析本身。虽

然一般情况下，所求得的安全系数及其潜在滑面都

不同于经典的极限平衡法，但笔者认为这仍然是一

个很有前景的研究方法。 
虽然在有限元–强度折减技术中可以考虑更复

杂的本构模型[10]，但是为了与相对成熟的极限平衡

法的成果相比，目前大都采用基于 Mohr-Coulomb
准则的理想弹塑性模型。至于选用何种流动法则尚

未取得共识，如文[2～4]等采用的是非关联法则，
而文[1，9，10]等采用的是关联法则。原则上非关
联流动可能更适合岩土类材料，但关联法则会给计

算带来不少麻烦，如切线刚度矩阵的非对称以及解

的不唯一 [15]等，且一直主张采用非关联法则的

Griffiths 本人的最新成果[3]也表明：流动法则对于边

坡整体安全系数的精度影响很小(低于 5%)，失效时
的破损区无论在形状上还是在大小上都很类似。

因此，本文将采用关联流动法则。 
对于理想弹塑性体，本文证明当坡内任一点处

于塑性状态时，该点所对应的弹塑性矩阵 Dep是亏

一秩的半正定矩阵，且给出了亏值方向。利用这一

成果，笔者建议将边坡的极限平衡状态取为下列时

刻，在该时刻边坡内部存在一由坡底通向坡顶的单

元层，在该单元层内的所有单元都已经进入了屈服

状态。文[16]采用的也是类似的标准，文中给出的
数值算例支持了这一标准。 
 
2  弹塑性矩阵 Dep的特性 
 
2.1 椭球范数 
为了讨论弹塑性矩阵 Dep的特性，需要引入椭

球范数的概念。设 nn×∈ RA 为正定对称矩阵， nR 代
表 n维 Euclidean空间。由 A的正定性可以构造 nR
空间中任意向量 nRx∈ 的椭球范数[17]为 

( ) 2
1TAxxx

A
=               (1) 

以及任意 2个向量 nRx∈ 和 nRy∈ 之间的内积为 

( )TT)( Ayxyx A =，              (2) 

因为式(1)所定义的范数可由式(2)所定义的内
积来诱导，所以必有如下 Cauchy-Schwarz不等式[17]：

对于任意的 2个向量 nRx∈ 和 nRy∈ ，有 

( )Ayx， ≤
AA

yx            (3) 

当且仅当 x和 y线性相关时，上式取等号。 
2.2  Dep的特性 
记 0)( =ρ，σF 为一材料的屈服面，σ 为应力张

量，ρ为塑性史参数，增量形式的塑性本构方程[15]

为 

εσ dd epD=                (4) 
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式中： σd 和 εd 分别为应力增量和应变增量，Dep

为弹塑性矩阵。 

σσ

σσ

∂
∂








∂
∂

+








∂
∂

∂
∂

−=
FFh

FF

D

DD
DD T

T

ep            (5) 

式中：D 为弹性矩阵，是正定对称的；h 为硬化速
率，可定义为 

σ
σ

∂
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              (6) 

且对于硬化材料 0＞h ，对于理想塑性材料， 0=h ；
对于软化材料， 0＜h 。 
利用 Cauchy-Schwarz不等式(式(3))，可以证明：

(1) 若 0＞h ，则 Dep为正定矩阵；(2) 若 0=h ，则

Dep为亏一秩的半正定矩阵，且其亏值向量为 σ∂
∂F
；

(3) 若 0＜h ，则 Dep为非正定矩阵。 

若记
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如果 h≥0，有 
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Cauchy-Schwarz不等式(式(3)) 0=  
由以上推导过程可知，对于 0=h 的情形，当且

仅当向量
σ

ξε
∂
∂

==
Fββ 时， β 为任意非零实数，

0ep
T =εε D ，即 Dep为亏一秩的半正定矩阵，其亏值

方向为
σ∂
∂F
。 

因此对于理想弹塑性材料，有 

0ep =
∂
∂
σ
FD                (9) 

如果 0＜h ，可令 ph −= ，其中
D

ξ<< p0 ，

注意经典塑性力学对于软化速率是有限制的[18]，要

求
D

ξ<p 。由式(7)可得 
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特别地，如果取 ε 满足 0)( =Dξ，ε ，则由式(9)可

得
2

ep
T

D
D εεε = ＞0；如果取 ξλ=ε ， λ是任意

非零实数，由(9)式得 02

2

ep
T ＜
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此，Dep为不定矩阵。 
注意，对于软化材料，常常会想当然地认为 Dep

为负定矩阵，由以上证明过程可知这一认识是错误

的。 
 

3  强度折减法中的极限平衡态的定义 
 
本文将仅针对理想弹塑性体的二维问题为例来

讨论。已知单元 eΩ 的切线刚度矩阵[15]为 

∫= e
dT

ep
Te

ep Ω
ΩBDBK  

在单元未完全屈服时是亏秩数为 3的半正定矩
阵，其中 3个亏值向量分别代表 2个平动向量和 1
个转动向量，但是当单元完全屈服时，所有积分点

处的Dep将失去正定性而成为亏一秩的半正定矩阵，

此时 e
epK 的亏秩数将大于 3，这样当边坡内存在由坡

底贯通到坡顶的单元层且该单元层内的单元都处于

塑性态时，整个系统的切线总刚 epK 即使在消除刚
体位移后仍然是奇异的。然而，由于通常采用的是

数值积分， epK 仅是近似奇异的，所以在对 epK 进行
LDLT分解时未发现异常。 
再者，由于 Dep为半正定矩阵，此时，以位移

为未知函数的二阶平衡方程组(即 Lamé 方程)在塑
性区内也将失去椭圆性而变为抛物型方程组。由于

知道抛物型方程在其定义域内存在一簇特征曲面[19]，

特征曲面至少是位移二阶偏导数的一个间断面，边

坡的潜在滑面就是某一特征曲面，应该含于上述单

元层内。文[12]已经建立了基于有限元强度折减技
术在二维情况下确定边坡潜在滑面的数值方法。 
从物理上看，当上述单元层形成之后，边坡也

将失去其超静定性而变为一个可以沿该单元层滑动

的机构。 
基于以上讨论可知，当边坡达到极限状态时，

由于塑性区已经贯通，所以等效塑性应变等值线也
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将贯通整个边坡，因此，由文[9，12]所建议的利用
等效塑性应变等值线图来判别边坡的极限平衡态是

合理的。 
值得注意的是为了得到合理的边坡在极限状态

下的塑性区分布以及等效塑性应变等值线图，在对

抗剪强度参数 c 和ϕ打折扣的同时，应同时对泊松
比ν 做相应的调整，调整的原则是确保ϕ -ν 不等式
始终成立，即 ϕsin ≥ ν21− 。具体的调整策略详见
文[9]所述。 

 
4  算  例 

 
假设有一均质边坡，如图 1所示，坡高 10 m，
坡度为 45°， =c 12.38 kPa，ϕ = 20°，单位重度 =γ 20 

kN/m3。对于本例，文[20]基于上限法和对潜在滑移
线的对数螺旋线假定，给出的安全系数为 1。文[11]
基于有限元分析结果，通过求解一个常微分方程的

初值问题，给出了与文[20]相一致的潜在滑移线。 
根据ϕ -ν 不等式[9]： ϕsin ≥ ν21− ，ν 应满足  

ν ≥0.5 )sin1( ϕ− 33.0≈ 。为了使ϕ -ν 不等式在对 c
和ϕ打折扣的过程中始终成立，取ν = 0.35。 
计算表明，当强度折减系数达到 1.06时，坡内
的塑性区由坡底贯通到坡顶。这里，本文采用的是

文[21]所建议的求解非线性有限元组的位移控制
法，该方法即使在边坡处于流动状态也能求解且很

快收敛。 
图 2是达到极限状态时边坡的破损区。这里笔
者是按照单元内部 Gauss点的破损类型来绘制破损 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
图 1  均质边坡的计算网格 

Fig.1  Regular mesh for a homogeneous slope 

 

 

图 2  极限状态下的破损区 
Fig.2  Damaged zones in the limited state         

10 

45°

10
 m

 

压剪破坏 拉剪破坏
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区的。本例所采用的单元为四边形 4节点等参元，
每个单元采用的是 2×2的Gauss积分，若某一Gauss
点的破损类型为压剪型，就将该 Gauss点所对应的
四分之一单元块用与水平向成 135°的剖面线来表
示，如图 2所示。 
图 3是等效塑性应变的等值线图。等效塑性应
变 pε 的定义为 

∫= pp dεε ， [ ]2
1

p
T

pp d)d(d εεε =  

利用 pε 等值线图的另一好处是可以将边坡内部不
同区域的破损程度清楚地显现出来：某一等值线的

pε 大，表明由该等值线所围成的区域内的土体所经 
 

历的塑性变形就越大，因此破损程度也就越大。这

是一般的破损区图所不具备的优点。例如在本例中

坡角部位的 pε 最大，达到 0.81，如图 3所示，说明
在接近极限状态时，坡角部位将首先破坏，破损程

度也最严重。 
作为对比，笔者将折减系数为 1.03 时的破损区
也绘制出来，如图 4所示。 
 
5  塑性区被夸大的原因及对策 

 
有过有限元计算经验的人都知道，在利用有限

元法分析边坡问题时，基于理想弹塑性模型的计算 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 3  极限状态下的等效塑性应变等值线图 
Fig.3  Contour plot of the slope in the limited state 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4  对应于折减系数为 1.03时的破损区 
Fig.4  Damaged zones corresponding to the reduction factor of 1.03      

0.03

0.81 

压剪破坏 
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结果往往过大地估计了塑性区范围，且这种情况在

边坡临近极限平衡状态时或者在不满足ϕ -ν 不等
式[9]时会更趋严重，正如图 2，4所示的那样。至今
尚无文献分析这一反常现象的根本原因，笔者在此

将对这一反常现象做一定性的分析。 
由于知道边坡的失稳破坏通常都是渐进式的，

即首先在应力集中部位或材料属性较差的部位出现

破坏，破坏的形式一般也表现为局部裂纹的形成。

当该局部裂纹形成后，在沿裂纹的长度方向上裂纹

仅能承受与其抗剪强度相适应的剪力水平，而将导

致该裂纹形成的剪力中超出裂纹抗剪强度的那部分

剪力转移到与该裂纹在长度方向上相邻的土体中

去，从而导致在临近土体中新的裂纹的形成。随着

裂纹的不断形成和扩展，最终会在边坡内部形成一

个大的剪切带，当该剪切带贯通至整个边坡后就将

发生滑坡。因此，这种破坏过程是渐进式的和局部

的，即使发生滑坡，破坏也仅局限于剪切带内部。

这就是我们通常所说的应变局部化现象。 
然而，通常所采用的等参元是不能模拟剪切带

的形成过程的。为了能够模拟应变局部化现象，单

元在进入破坏时的位移模式至少应该能够模拟“位

移在穿越剪切带时保持连续，但应变却不连续”，即

所谓若不连续模型，而通常所使用的等参元是不能

反映这一变形模式的，不仅如此，等参插值模式还

总是试图均化应变场以阻止剪切带的形成[22]。为了

在有限元中模拟剪切带的形成，文[22]在单元进入
破坏的一开始就在单元的等参插值位移模式中再迭

加一个能够反映上述应变突变模式的非协调项。由

于在迭代的每一步都需要对所有单元的所有积分点

进行分叉计算，以求得剪切带的方位和跨越剪切带

的应变突变量，其计算量即使在当今的计算机条件

下也是非常浩大的，因而至今未能得以普遍应用。 
正是等参元内应变的连续性才使得载荷转移机

制偏离实际过程而采用如下的破坏机制：当局部区

域发生屈服后，该区域将只能够承担与其强度相适

应的载荷水平，而将导致该区域屈服的载荷中超出

强度所能承受的那部分载荷转移到周围的土体中，

而不是仅限于与裂纹在长度方向上相邻的土体，从

而导致周围土体的屈服。它的这种破坏机制向金属

一样是各向同性的，而不是沿着剪切带展开的，所

以就夸大了边坡在临近极限状态时的塑性区的范

围，并且也是有限元–强度折减技术所算得的安全

系数有所偏高的原因之一。 
好在被夸大的那部分塑性区所经历的塑性变形

都很小，因此，在绘制等效塑性应变 pε 的等值线图
时，可以通过设置一个略大于零的 pε 来将被夸大的
塑性区给过滤掉。例如，在本例中的 pε 的最大值为
0.81，在绘制 pε 的等值线时，仅绘制不小于 pε = 0.03
的等值线，就可得到比较合理的塑性区分布，如图 3
所示。利用 pε 的等值线图也可大致估计出潜在滑面
的位置[12]。 
 
6  结  论 

 
通过以上分析，可以认为： 
(1) 利用贯通的等效塑性应变或塑性功的等值
线图来确定边坡的极限状态是合理的； 

(2) 弹塑性矩阵 Dep在硬化、理想塑性和软化情

况下分别为正定、半正定(亏一秩)和不定矩阵； 
(3) 基于理想弹塑性模型的有限元法在分析边
坡时所导致的塑性区被高估的现象是由于等参元的

位移插值方式引起的，等参位移模式阻止了剪切带

的形成，从而造成单元在进入屈服后载荷按照各向

同性方式进行转移； 
(4) 在绘制等效塑性应变 pε 的等值线时，通过
设置一个略大于零的 pε 可以将被夸大的塑性区过
滤掉，而得到更为合理的塑性区分布。 
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