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摘要：在传统的无网格 Galerkin 法中，采用滑动 Kriging 插值方法构造形函数，并与无网格方法相结合建立一种新

的无网格方法。依此方法所构造的形函数具有 Kronecker δ–函数属性，便于直接施加强制边界条件。结合弹性力

学边值问题，阐述该方法的基本原理，进而通过算例计算与分析，考察该方法的计算精度及其效率。 
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Abstract：Presented in this paper is a new formulation of the element-free Galerkin method for the boundary-value 
problems of solid mechanics in which the moving Kriging interpolation procedure is employed instead of moving 
least squared procedure to construct shape function. The proposed procedure is characterized by the feature that the 
shape function constructed by moving Kriging procedure possess the property of Kronecker δ -function and the 
consistency property. At the same time，the specified essential boundary conditions can be easily implemented 
while displacement boundary conditions are not easily imposed in the conventional element-free methods. The 
fundamental theory of this procedure is illustrated；and mathematical formulations are given. Then numerical 
examples are analyzed by the proposed procedure；and the computed results are compared with other solutions to 
verify the effectiveness and accuracy of the proposed method. 
Key words：numerical analysis；element-free method；Kriging interpolation；property of Kronecker δ -function 
 

 
1  引  言 

 
作为一种新的数值计算方法，无网格方法只需

要一定的节点信息而不必划分单元[1，2]，且在节点

不规则分布时，不会损失多少计算精度，从而日益

得到重视，并得到不断发展。其中，采用滑动最小

二乘技术构造试函数和检验函数的无网格 Galerkin
法(EFGM：element-free Galerkin methods)得到了广

泛应用。但是由滑动最小二乘技术所构造的形函数
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不具备 Kronecker δ -函数属性，因此固体力学中位移

已知边界条件等强制边界条件的处理受到限制[3]。

Lagrange 乘子法被成功用于处理本质边界条件，但

同时增加了未知量数量[1]；G. J. Wagner 和 W. K. 
Lin[4]采用真实配点法处理本质边界条件，其缺点是

中间过渡矩阵多，增加了计算量；Y. Krongauz 和

T. Belytschko[5]采用与有限元耦合处理强制边界条

件法，耦合界面处的形函数又比较复杂，因此但是

处理效果尚不能令人满意。 
为了发挥这种无网格方法的自身优势，本文在

构造形函数时采用滑动 Kriging 方法代替滑动最小

二乘技术，由此发展了一种新的无网格方法，由于

由此所构造的形函数具备 Kronecker δ–函数属性，

从而能够有效地处理位移边界条件。 
Kriging 插值法是法国地理数学家 Matheron 和

南非采矿工程师 Krige 发明的一种用于地质统计学

中矿品位的优化插值方法[6]。J. Sacks 等[7，8]广泛地

讨论了这种方法在计算机试验及工程设计优化中的

应用。M. L. Stein[9]阐述了 Kriging 方法的数学理

论。 
本文首先阐述了滑动 Kriging 插值方法及以此

为基础所发展的一种新的无网格方法，并结合固体

力学中的边值问题给出了这种无网格方法的数学列

式，进而通过算例分析探讨了该无网络方法的有效

性及其计算精度。 
 
2  滑动 Kriging 插值方法的基本原理 
 
2.1 形函数构造方法 

与滑动最小二乘法相似，假设求解域Ω 内存在

任意一 x，在以 x 为中心的微小邻域内 ΩΩ ∈x 有 n
个节点。滑动 Kriging 插值方法的逼近函数采用如

下线性回归模型与偏差之和的模式[8]： 
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1

 xzaxpxzaxx +=+=∑
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式中： )(T xp 为关于空间位置 T}{ zyx ，，=x 的基函

数，通常为单项式，且一般采用线性基；a 为待求

常系数向量。假定 )(xz 是一个均值为 0、方差为 2σ 、

协方差不为 0 的随机过程，表示实际过程与线性回

归模型之间的局部离差。采用式(1)对 n 个样本点

进行插值，则 )(xz 的协方差为 

)]([)}()(cov{ 2
jiji xxRxx ，， Rzz σ=       (2) 

式中： )]([ ji xxR ，R 为对角线为单位 1 的对称相关矩

阵； )( ji xxR ， 为任意两点 ix 和 jx 之间的相关函数，

为简便通常取为下列 Gaussian 函数： 

)exp()( 2
 ijji rxxR θ−=，            (3) 

式中：θ 为模型参数，且有θ ≥0； ijr 为给定两点 ix
和 jx 之间的距离，且有 

|||| jiij xxr −=               (4) 

x 与所给定的 n个节点之间的相关函数向量为 

T
11

T )}(  )({)( xRxR ，，，， xxxr L=       (5) 

当在给定的一系列节点 nxxx ，，， L  21 上函数

值已知时，即 

T
21s )}(  )()({ nxxx uuuU ，，， L=   (6) 

式中： sU 为 n 个节点处场函数的集合。 
当采用线性回归模型式(1)时，则有 

ZaPU += ms                  (7) 

式中： mP ，Z 分别为给定点上基函数值所形成的矩

矩阵及线性逼近的误差向量，且有 
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对任意一点 xx Ω∈ ，采用已知节点的函数值对

场函数 )(xu 进行线性逼近时，则有 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

n

ncc

u

u

xxUxcxu ML

1

1s
T  )}(  )({)()(ˆ ，，    (10) 

于是，式(1)与(10)之间的误差函数为 

T
sˆ( ) ( ) ( ) ( )h h− = − =u x u x c x U u x T ( )( )m + −c x P a Z   

=+ )]()([ T xzaxp −Zxc )(T  

axpxcPxz TT )}()({)( −+ m                (11) 

要保证无偏估计则必须满足如下约束条件： 

0)()(T =− xpxcPm     (12) 

式(11)中误差函数的均方差为 
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2T )]()([)]()(ˆMSE[ xuxcxuxu −=− Eh     (13) 

为了确定最优的线性估计，将式(13)作为目标

函数，式(12)作为约束条件，进而根据 Lagrange 不

定乘子法可以将其转化为无条件的极小值问题。实

际上，式(12)，(13)对应于问题 Lagrange 泛函关于

待定向量 )(T xc 取极小值的极值条件，由此根据泛

函分析[10]可以得到最优线性无偏估计条件下的插

值函数为 
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其中， 
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式中： QR 为 nn× 阶矩矩阵，且有 
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为了便于表述，定义： 
1T11T ))(( −−−= QmQm x RPPRPSa)          (17a) 
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式中：I 为 n×n 阶单位矩阵。于是式(14)可改写为 

s
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式中： )(xΦ ， )(xkφ 分别为形函数矩阵和形函数，

且有 
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式中： jkaS ) 为矩阵 aS )的第 j 行 k 列元素， ikSb
) 为矩

阵 bS )的第 i 行 k 列元素。 
形函数 )(xkφ 关于 x 和 y 的导函数分别为 
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2.2 形函数的性质 
经检验，按照上述方法所构造的形函数 )(xkφ 具

备如下 Kronecker δ–函数的性质和一致性条件： 
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3  弹性力学边值问题的 Kriging 插值

无网格方法的数值计算列式 
 
对于弹性力学边值问题，在计算域为Ω 内的平

衡方程、力边界 tΓ 与位移边界 uΓ 上的力边界条件

和位移边界条件分别为 

    0=+  ijij  
b，σ     (23a) 

   0=− ijij tnσ     (23b) 

 ii uu =       (23c) 

式中： ijσ 为应力张量； ib 为体力向量； it ， iu 分别

为给定的边界面力向量与边界位移向量； jn 为边界

外法向单位向量。 
由总势能函数的驻值条件，可以建立上述弹性

力学边值问题的 Galerkin 弱形式： 

  0ddd
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进一步考虑物理方程 )( εσ D= 和几何方程

)( Lu=ε ，则可得到如下以位移向量 u 所表达的控

制方程的弱形式： 

∫∫∫ δ+δ=δ
tΓΩΩ

ΓΩΩ
 

T

 

T

 

T d dd)()( tubuLuDLu  

(25) 
式中： L ，D 分别为小变形条件下几何关系微分算

子和弹性系数矩阵，且有 
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(27b) 
将上述由滑动 Kriging 插值方法所构造的近似

场函数式(18)代入平衡方程的弱形式式(25)，则针

对弹性力学边值问题，由无网格方法所建立的平衡

方程为 

FKU =      (28) 

式中：K ，F ，U 分别为系统的刚度矩阵、载荷向

量和未知位移向量，且有 
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求解式(28)可得系统的未知位移向量 U，由此

按照上述插值方法求得域内任意点的场变量 u，进

而利用几何方程和物理方程可求得应变与应力。 
上述方法中的关键问题是式(31)，(32)中的数值

积分。具体地，在计算域Ω 内布置 N 个节点，用一

组独立于节点的背景网格把计算域Ω 划分成若干

积分子域，在每个积分子域上确定高斯点 gx 的位置

及积分权数 gw 。对于某个子域，首先针对某个高斯

点判断其是否位于求解域内，若该高斯点位于求解

域内，进而判断对该高斯点 gx 具有影响的节点，由

此确定该高斯点 gx 的形函数 )( gxkφ 及其导函数；然

后按照式(29)，(30)分别计算和贮存各个子矩阵 kjK
和向量 kf ，对于子域内的各个高斯点重复上述运

算，进行总体组装。对于求解域Ω 内的每个子域进

行全部扫描，重复上述运算。 
 
4  算例分析 
 
4.1 自由端受集中载荷作用的悬臂梁计算 

如图 1 所示，长度 =L 4.8 m、厚度 =D 1.2 m 的

悬臂梁在自由端部承受竖向单位集中载荷 1=F  
kN 的作用。梁材料的弹性模量 E 与泊松比ν 分别

为 300 MPa 和 0.3。整个计算域划分为 10×4 个积分

子域，每个子域采用 2×2 个高斯积分点，将力边界

划分为 4 段，每段采用 2 个高斯积分点。 
 

 
 

图 1  自由端部受集中载荷作用的悬臂梁 

Fig.1  Cantilever beam subjected to vertical point load at the  
free end 

 

图 2，3 分别给出了计算所得中性轴处竖向位

移 v 和 =x 2.4 m 处截面上的正应力分布，并与弹性

理论解[11]进行了对比。由图 2，3 可见，本文数值

解与弹性理论解基本一致。 
 
 
 

 
 
 
 
  

 
 

图 2  计算所得中性轴处竖向位移 v 

Fig.2  Computed deflection v of beam at the neutral axis 
 
4.2 三角形载荷作用下地基附加应力计算 

对于图 4 所示的条形基础在竖直三角形分布载

荷作用下地基附加应力问题，取条形基础底面宽度 

0 1 2 3 4 5
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m
 

弹性理论解 
本文数值解 
Abaqus 有限元解 
Galerkin 无网格法解 
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图 3  x = 2.4 m 处截面上正应力分布 

Fig.3  Normal stresses of the section at x = 2.4 m 
 

 
 

图 4  条形基础下地基附加应力计算模型 

Fig.4  Computational model of strip foundation 

 

B = 2 m，三角形压力分布最大压力集度 Pt = 30 kPa。
Kriging 插值无网格方法中，在长度 L = 20 m、深度

D = 10 m 的计算区域内共布设 29×15 个节点，积分

过程中采用 22×12 个背景网格，每个网格中的

Gauss 积分点为 2×2。力边界分成 4 个积分段，每

段所采用的 Gauss 积分点数为 2。 
图 5，6 分别给出了附加竖向应力的本文数值解

和弹性理论解[12]。由图 5，6 可见，本文所得数值 
  

 
 

图 5  附加竖向应力的本文数值解 

Fig.5  Distribution of additional vertical stresses of foundation  

computed by the proposed method 

 
 

图 6  附加竖向应力的弹性理论解[12] 

Fig.6  Distribution of additional vertical stresses of foundation  
given by the theory of elasticity[12] 

 
解与弹性理论解基本相同。 
4.3 受均布载荷作用的单边裂纹矩形板 

如图 7(a)所示，考虑带有裂纹的矩形板，板的

宽度为 L，高度为 2L，裂纹长度为 a，板的两端承

受均布载荷拉力σ，求解其裂纹尖端的应力强度因

子及应力场分布。采用本文方法求解应力强度因子

及裂尖应力分布时，所取参数为：L = 1 m，a = 0.5 m，

σ = 2 MPa，E = 15 MPa，ν = 0.3。 
 

 
            (a) 计算简图                (b) 计算模型 

图 7  带有裂纹的矩形板及其无单元计算模型 
Fig.7  Rectangular plate with a horizontal crack under uniaxial  

tension and computational model of MFM 
 
考虑到问题的对称性，取一半进行分析，其计

算模型如图 7(b)所示。计算过程中总共布设 21×21
个节点，采用 10×10 个背景网格，每个网格采用的

Gauss 积分点为 3×3，力边界分为 10 个积分段，每

段采用 3 个 Gauss 积分点。计算所得到的应力强度

因子为 aK π58.2comp
Ι σ= ，与断裂力学所给出的理

论解 aK π86.2T
Ι σ= [13]之间的相对误差为 9.79%。

计算所得裂尖处的水平应力与竖向应力如图 8 所

示。由图 8 可知，本文方法能够较好地描述裂纹尖

端的奇异应力。 
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     (a) 水平应力σx        

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

     (b) 竖向应力σy 

图 8  裂尖处的水平应力与竖向应力 
Fig.8  Normal stresses in the neighborhood of crack-tip 

 
5  结  论 

 
无网格方法是一种新兴的数值计算方法，目前

仍处于不断发展与完善阶段。本文采用滑动 Kriging
插值方法构造形函数，以此为基础，结合弹性力学

边值问题建立了无网格方法及其数值列式，由此方

法所构造的形函数具备 Kronecker δ–函数属性，便

于实现给定的强制性边界条件。最后，通过 3 个算

例分析对本文方法进行了论证，其结果与精确解以

及已知数值解吻合程度较高。 
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