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1 �����

������

Y = Xβ + ε, (1)

�� ε���Ǳ����Ǳ V � n×1����, Y � n×1���, X���� n×p��,�
��� (β, V )�����Rp×ν����� T , ν���� n×n�����. Ǳ����,�
����Ǳ (Y,Xβ, V | (β, V ) ∈ T ).����,�����������������. ��
Gauss-Markov ��, ��� Cohen [1] �������������. ���������
���,����������.������ Shinozaki [2], Rao [3], LaMotte [4],�����
�� [5, 6], Stepniak [7, 8], Mathew [9],��� [10], Klonecki & Zontek [11], Zontek [12]. Baksalary
& Markiewicz [13] ��������Ǳ T = Rp × σ2V, σ2 > 0, ��Ǳ�� (β, σ2) ����
��. Hoffmann [14], Mathew [15], ������� [16] ���������, � β′Nβ ≤ σ2,
�� N �����. ������� [17], ������� [18] ��� [19, 20] �����
�����������������������,�� N ���������. ��
������� [21] ���������	���, ���� (Y,Xβ, V | (β, V ) ∈ T ) ��
��������,������ β ∈ C = {β : Rβ ≥ 0}, R Ǳ��� k × p ��. ���	
��	������Ǳ (Y,Xβ, V |Rβ ≥ 0, V ∈ ν). ������ [21] �����, ���
������.�
, � 2.2 ��������	����	�������������
������.

�������	��	��. ��� A, A′, rk(A), A+, μ(A) � μ⊥(A) ������
A ��
, �, Moore–Penrose �, ����	� μ(A) ���	. 
	, trA �� A �
,
A ≥ B � A > B ���� A − B �����������. ���� b, b ≥ 0 �� b ��

��������, b �< 0��� b�������������. ��� L(AY + a, Sβ)�
�����
� Sβ ����� AY + a ����

�,��

L(AY + a, Sβ) = (AY + a − Sβ)′(AY + a − Sβ). (2)

��
���Ǳ R(AY + a, Sβ) = E[L(AY + a, Sβ)],�� S Ǳ��� s× p��, Sβ ���

�����
�. �

L I = {AY + a : A Ǳ s × n ��, a Ǳ s × 1 ��}, (3)

L H = {AY : A Ǳ s × n ��}, (4)

�� L I �������, L H ���������. ����� T �, �� AY + a �

�� BY + b ���	��	���� (β, V ) ∈ T , R(AY + a, Sβ) ≤ R(BY + b, Sβ). ���
���� T �, �� AY + a �� BY + b 	��	����� T � AY + a � BY + b �

��, �� T ��	
 AY + a 
 BY + b ������. � L Ǳ���, � d(Y ) ���
��� T ���� L �������, 	��	 d(Y ) ∈ L ���� L �������

d(Y ). � d(Y ) � Sβ ����� T �� L �������,�
�� d(Y ) L∼ Sβ(T ).

2 ���������������

���������� C ×ν ����� (Y,Xβ, V )����������,�� V ∈
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ν, C = {β : Rβ ≥ 0}, R ������. 
	, ��Ǳ����	�����	��,���
�������	��	�����������������.

2.1 ����Ǳ C = {β : Rβ ≥ 0} ��
� T = {(β, V ) : Rβ ≥ 0, V ∈ ν}, T1 = {(β, V ) : Rβ ≥ 0, V ∈ ν1}, �� ν1 � n × n ��

������, C = {β : Rβ ≥ 0}, C∗ = {α : α′β ≤ 0, ∀β ∈ C} � C ����.
��	���	������� (Y,Xβ, V | Rβ ≥ 0, V ∈ ν), ����� AY + a ��

���, ����� a �� a ∈ μ(AX − S), ������������ [21] ��. ���,
��
������.

�� 1 ������ (Y,Xβ, V | Rβ ≥ 0, V ∈ ν). 
� AY + a
L I∼ Sβ(T ), ���	

c ∈ μ[(AX − S)′] ∩ C∗, c′(AX − S)+a ≥ 0.
�� �
�. � c ∈ μ[(AX − S)′] ∩ C∗ � c′(AX − S)+a < 0, ��� c0, �� c =

(AX−S)′(AX−S)c0 ��. �� a ∈ μ(AX−S),���� a0,�� a = (AX−S)(AX−S)′a0.
� b = (AX − S)+a + λc0, λ > 0, ����� (β, V ) ∈ T , �

R(AY + (AX − S)b, Sβ) − R(AY + a, Sβ)

= 2λc′β + 2λc′(AX − S)+a + λ2c0
′(AX − S)′(AX − S)c0.

��, �
� [21] ��
� 2.1, �� λ ���, ���� (β, V ) ∈ T , �

R(AY + (AX − S)b, Sβ) − R(AY + a, Sβ) < 0,

� AY + (AX − S)b �� AY + a, ��
� AY + a
L I∼ Sβ(T ) ��.

�
�� 1, � [21, �� 3.1 � 3.2] ��� (b) ����. �� 1 � 2 �������
�.

�� 1 ������ (Y,Xβ, V | Rβ ≥ 0, V ∈ ν1). �������:
(1) a ∈ μ(AX − S);
(2) c′(AX − S)+a ≥ 0, ∀ c ∈ μ((AX − S)′) ∩ C∗;
(3) AY

L H∼ Sβ(T1),
� AY + a

L I∼ Sβ(T1).
�� 2 ������ (Y,Xβ, V | Rβ ≥ 0, V ∈ ν). � AY + a

L I∼ Sβ(T ), �
(1) a ∈ μ(AX − S);
(2) c′(AX − S)+a ≥ 0,∀c ∈ μ((AX − S)′) ∩ C∗.
������� T ,� AY + a� (3)��������� L I �����, AY � (4)

�������� L H �����������.�
, ��	��,������.
�� 2 ������ (Y,Xβ, V | Rβ ≥ 0, V ∈ ν). 
� (AX − S)′ ∈ μ⊥(R′). �

AY + a
L I∼ Sβ(T ), � AY

L H∼ Sβ(T ).
�� �	, �
� [21] ��� 2.2, �� a0, �� a = (AX − S)(AX − S)′a0 ��.

� BY � AY ���, Ǳ���� (β, V ) ∈ T , �

R(BY, Sβ) ≤ R(AY, Sβ),

		

trBV B′ + β′(BX − S)′(BX − S)β ≤ trAV A′ + β′(AX − S)′(AX − S)β,
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��

trBV B′ ≤ tr(AV A′), β′(BX − S)′(BX − S)β ≤ β′(AX − S)′(AX − S)β, ∀β ∈ C.

	 (AX −S)′ ∈ μ⊥(R′),���� β ∈ C, � β + (AX − S)′a0 ∈ C. ����� (β, V ) ∈ T,�

�

trBV B′ + [β + (AX − S)′a0]′(BX − S)′(BX − S)[β + (AX − S)′a0]

≤ trAV A′ + [β + (AX − S)′a0]′(AX − S)′(AX − S)[β + (AX − S)′a0]. (5)

�	���� (β, V ) ∈ T , �

R[BY + (BX − S)(AX − S)′a0, Sβ] ≤ R(AY + a, Sβ). (6)

	 AY + a
L I∼ Sβ(T ), (6) 	��	��,�	���� (β, V ) ∈ T , (5) ��	��. �	�

C ����, (β, V ) ∈ T 	� (λβ, V ) ∈ T , �� λ > 0. ����� (β, V ) ∈ T , 
��

R(BY, Sβ) = trBV B′ + β′(BX − S)′(BX − S)β = trAV A′ + β′(AX − S)′(AX − S)β

= R(AY, Sβ).

���������� T �� AY �������. AY
L H∼ Sβ(T ) �
.

�
���� 1, 2, ��� 1, 2, �������. �����Ǳ���������
���������	��
.

�� 3 ������ (Y,Xβ, V | Rβ ≥ 0, V ∈ ν). 
� (AX − S)′ ∈ μ⊥(R′). �
AY + a

L I∼ Sβ(T ), �
(1) a ∈ μ(AX − S);
(2) c′(AX − S)+a ≥ 0, ∀ c ∈ μ((AX − S)′) ∩ C∗;
(3) AY

L H∼ Sβ(T ).
�� 4 ������ (Y,Xβ, V | Rβ ≥ 0, V ∈ ν1). 
� (AX − S)′ ∈ μ⊥(R′), �

AY + a
L I∼ Sβ(T1) 	�	

(1) a ∈ μ(AX − S);
(2) c′(AX − S)+a ≥ 0, ∀ c ∈ μ((AX − S)′) ∩ C∗;
(3) AY

L H∼ Sβ(T1).

2.2 ����Ǳ C = {β : Rβ �< 0} ��
�����	����	��, �	��	Ǳ����. � T = {(β, V ) : Rβ �< 0, V ∈

ν}, T1 = {(β, V ) : Rβ �< 0, V ∈ ν1}, �� ν1 ���� n × n �����, C = {β : Rβ �<
0}, C∗ = {α : α′β ≤ 0, ∀β ∈ C} � C �����.

�� 1 �	����� A � B, �� d1, d2, ���� β ∈ C = {β : Rβ �< 0}, β′Aβ +
d1 ≤ β′Bβ + d2 ��, �� B − A �����,� d1 ≤ d2.

�� 2 ����� (Y,Xβ, V | Rβ �< 0, V ∈ ν), AY
L H∼ Sβ(T ) 	��	�����

(Y,Xβ, V | β ∈ Rp, V ∈ ν), AY
L H∼ Sβ.

�� 
� 1 � 2 �
��
,��	.
�

� 1 � 2, ������������	�� C = {β : Rβ �< 0} ������

�����.
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�� 5 ������ (Y,Xβ, V | Rβ �< 0, V ∈ ν). � AY + a
L I∼ Sβ(T ), �

(1) a ∈ μ(AX − S);
(2) c′(AX − S)+a ≥ 0, ∀c ∈ μ((AX − S)′) ∩ C∗;
(3) AY

L H∼ Sβ(T ).
�� (1) 
� a �∈ μ(AX − S), � a = a1 + a2, �� a1 ∈ μ(AX − S), a2 ∈ μ⊥(AX − S),

a2 �= 0, ��� a′a > a′
1a1. ����	� (β, V ) ∈ T , ��

R(AY + a, Sβ) − R(AY + a1, Sβ) = a′a − a′
1a1 > 0.

�
�, AY + a1 �� AY + a, �
���.
(2) 
� c �� c ∈ μ((AX − S)′) ∩ C∗ � c′(AX − S)+a < 0 �� c0, �� c = (AX −

S)′(AX − S)c0. � b = (AX − S)+a + λc0, �� λ > 0, ���� (β, V ) ∈ T , �

R(AY + (AX − S)b, Sβ) − R(AY + a, Sβ)

= 2λc′β + 2λc′(AX − S)+a + λ2c0
′(AX − S)′(AX − S)c0.

�
� [21] ��
� 2.1, �� λ ���, ���� (β, V ) ∈ T , �

R(AY + (AX − S)b, Sβ) − R(AY + a, Sβ) < 0.

��, AY + (AX − S)b �� AY + a, �� AY + a
L I∼ Sβ(T ) ��.

(3)�
�������� (1),�� a0,�� a = (AX −S)a0. 
� BY � AY ���,
Ǳ���� (β, V ) ∈ T , ��

R(BY, Sβ) ≤ R(AY, Sβ).

�
��
� 1 � 2, �

trBV B′ ≤ trAV A′, (7)

(BX − S)′(BX − S) ≤ (AX − S)′(AX − S). (8)

��, �
��	 (7) � (8), ��� (β, V ) ∈ T , �

trBV B′ + (β + a0)′(BX − S)′(BX − S)(β + a0)

≤ trAV A′ + (β + a0)′(AX − S)′(AX − S)(β + a0). (9)

���, ��� (β, V ) ∈ T , �

R[BY + (BX − S)a0, Sβ] ≤ R(AY + a, Sβ). (10)

�� AY +a
L I∼ Sβ(T ), (10)	��	��,		 (9)	��	��. �	� C ����,�

(β, V ) ∈ T ��� (λβ, V ) ∈ T , �� λ > 0, ����� (β, V ) ∈ T , �

R(BY, Sβ) = trBV B′ + β′(BX − S)′(BX − S)β = trAV A′ + β′(AX − S)′(AX − S)β

= R(AY, Sβ).

��������� T ��� AY �������,�� AY
L H∼ Sβ(T ).

����������������������.
�� 6 ������ (Y,Xβ, V | Rβ �< 0, V ∈ ν1), � AY + a

L I∼ Sβ(T1) 	��	
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(1) a ∈ μ(AX − S);

(2) c′(AX − S)+a ≥ 0, ∀ c ∈ μ((AX − S)′) ∩ C∗;

(3) AY
L H∼ Sβ(T1).

�� (=⇒) �
�� 5, �����.

(⇐=)�
�� 5� (1)�
�,��� B ∈ Rs×n � b ∈ Rp,�� BY +(BX−S)b��
AY + (AX − S)a0 = AY + a. 
� BY + (BY − S)b � AY + a ���,���� (β, V ) ∈ T ,

trBV B′ + (β + b)′(BX − S)′(BX − S)(β + b)

≤ trAV A′ + (β + a0)′(AX − S)′(AX − S)(β + a0). (11)

�	� ν1 ���, � V ∈ ν1 � k > 0, �� kV ∈ v1. ��	 k ���������, ��
(11), �
���,��

trBV B′ ≤ trAV A′,

(β + b)′(BX − S)′(BX − S)(β + b) ≤ (β + a0)′(AX − S)′(AX − S)(β + a0).

���, � λβ �	 β, 	 λ �����,��

β′(BX − S)′(BX − S)β ≤ β′(AX − S)′(AX − S)β. (12)

�������� BY � AY ���. � AY ��������

trBV B′ + β′(BX − S)′(BX − S)β = trAV A′ + β′(AX − S)′(AX − S)β,

		

trBV B′ = trAV A′, (13)

(BX − S)′(BX − S) = (AX − S)′(AX − S). (14)

�
 (11)–(14) 	��, ���� (β, V ) ∈ T , �

2β′(BX − S)′(BX − S)b − 2β′(AX − S)′a + b′(BX − S)′(BX − S)b − a′a

= 2β′(AX − S)′(AX − S)(b − (AX − S)+a) + b′(AX − S)′(AX − S)b − a′a ≤ 0. (15)

	���
� 1 � (15) 	, ���

(AX − S)′(AX − S)(b − (AX − S)+a) ∈ C∗, (16)

b′(AX − S)′(AX − S)b − a′a ≤ 0. (17)

�	�

(AX − S)′(AX − S)(b − (AX − S)+a) ∈ μ((AX − S)′).

�� (16) 	������ (2), ��

((AX − S)+a)′(AX − S)′(AX − S)(b − (AX − S)+a) ≥ 0.


	, �	�

0 ≤ (b − (AX − S)+a)′(AX − S)′(AX − S)(b − (AX − S)+a).
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��

((AX − S)′(AX − S)(b − (AX − S)+a))′b

≥ ((AX − S)′(AX − S)(b − (AX − S)+a))′(AX − S)+a. (18)


���,� (16), (17) 	���

((AX−S)′(AX−S)(b−(AX−S)+a))′b+((AX−S)′(AX−S)(b−(AX−S)+a))′(AX−S)+a

= a′(AX − S)b − a′a + b′(AX − S)′(AX − S)b − b′(AX − S)′a

= b′(AX − S)′(AX − S)b − a′a ≤ 0.

��� (18) 	, �

[(AX − S)+a]′(AX − S)′(AX − S)(b − (AX − S)+a) ≤ 0. (19)

�
 (16), (18) � (19) �
	, ��

[(AX − S)′(AX − S)(b − (AX − S)+a)]′a0 = 0,

[(AX − S)′(AX − S)(b − (AX − S)+a)]′b = 0.

��� (β, V ) ∈ T , (11) 	��	��. �������� AY + a �����.��

AY + a
L I∼ Sβ(T1).

����
.
������	
��������������� AY + a � A � a �
Æ.

��
� 1, �� 6 ��� [3] ��� 3.1, ���� 3.
�� 3 ������ (Y, β, σ2I | Rβ �< 0). AY + a

L I∼ β(T1) 	��	
(1) a ∈ μ(A − I);
(2) c′(A − I)+a ≥ 0, ∀ c ∈ μ((A − I)′) ∩ C∗;
(3) 0 ≤ A ≤ I.

��� [6] ��� 2.2, ���� 4.
�� 4 ������ (Y, β, σ2V | Rβ �< 0), � AY + a

L I∼ β(T1) 	��	
(1) a ∈ μ(A − I);
(2) c′(A − I)+a ≥ 0, ∀ c ∈ μ((A − I)′) ∩ C∗;
(3) AV A′ ≤ AV ;
(4) rk[(I − A)V ] = rk(I − A).
���� Gauss-Markov ��, ��� [17] ��� 3.1, ���� 5.
�� 5 ������ (Y,Xβ, σ2V | Rβ �< 0), � AY + a

L I∼ Sβ(T1) 	��	
(1) a ∈ μ(AX − S);
(2) c′(AX − S)+a ≥ 0, ∀ c ∈ μ((AX − S)′) ∩ C∗;
(3) μ(V A′) ⊂ μ(X);
(4) AV D′ ����, � AV A′ ≤ AV D′;
(5) rk(AX − S) = rk[(A − D)B] � rk(AX − S) = rk[(AX − S)X+B], ��

B = V − V
1
2 PV

1
2 , P = V

1
2 H(V

1
2 H)+, H = I − XX+, D = SX+.
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