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基于双球坐标系的偏心球形电容器电容的计算
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摘 要!在双球坐标系下采用分离变量的方法经推导严格求解了偏心球形电容器的电容.得到了它的级数解.
并通过编制程序计算获得了偏心球形电容器的电容大小与偏心率之间的数值关系.并指出了某些文献中 的

不当之处2
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6 引 言

介绍电容器时.一般的电磁学教科书7"8通常只

涉及平行板电容器9同轴圆柱形电容器9同心球形电

容器.其静电场的求解9面电荷分布和电容的计算都

很简单2在实际中平行9同轴9同心都只能在一定的

精度内做到.这就启发我们考虑非平行板电容器7*89
非同轴圆柱形电容器7,.$89非同心球形电容器7&.’82文

献7&.’8都是在球坐标系下通过分离变量方法.并且

假定偏心度较小.采用一阶近似得到小偏心球形电

容器电容的近似解2文献7&8认为在偏心度较小的情

况下.偏心球形电容器的电容是不会发生改变的1文

献7’8的计算结果表明电容器的电容是随着偏心距

增加而减小的2这些计算局限于只能用于小偏心距

的情况.当偏心距增加时.就会带来极大的误差甚至

是错误2为此本文采用双球坐标系708.并通过分离变

量的方法.经严格推导求解了偏心球形电容器的电

容.得到了它的级数解.同时又通过编制程序对级数

解进行了数值计算.得到了偏心球形电容器电容大

小随偏心度变化的数值关系2经研究发现!偏心球形

电容器电容大小是随偏心率的增加而增加的.但是

在偏心率很小的情况下电容的改变量相当小.可近

似认为不发生变化.这和文献7&8的计算结果是一致

的.而文献7’8的计算结果是不恰当的2

: 双球坐标系的拉普拉斯方程通解

若双球坐标系中的,个变量用);.<.=+表示.则

它们与圆柱坐标)>.=.?+的关系708是
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式中.A是双球坐标参量.双球坐标一经选定 A.即为

恒量2双球坐标系中,个坐标);.<.=+的变化范围是

G IJ;JI1#K<KL1#K=K*L4双球坐标系

中的 ,个坐标曲面分别如下2

"+;@ 常数时.坐标面是球面!
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*+<@常数时.坐标面是绕?轴的回转纺锤面!
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,+=@常数时.坐标面是从?轴发散的半平面2
双球坐标系中的拉梅系数)度规系数+是
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把双球坐标系中的拉梅系数代入 正 交 曲 线 坐

标系中的拉氏一般方程中.就得到双球坐标下的拉

普拉斯方程为
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要 直 接 求 解 式 !"#比 较 困 难$为 此 令 %&
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将式!:#再作分离变量$设 (& ;!,#<!0#$则
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式!G#中$因第)类勒让德函数F=!*./0#在0&9或

0&H时为无穷大$而静电场的电势在无电荷的区域

总是有限的$故E&9$这样把式!8#和!G#再代入式

!:#就求得拉氏方程在球外区域内的轴对称解为
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) 双球坐标系下电容的严格求解

如图 "所示$半径分别为 N"和 N)的内外球壳$
保持内球壳电势为 O$外球壳接地$构成偏心距 P&

Q"Q)!PRN)-N"#的偏心球形电容器$求解电容值S
为此$使内外 )个极板面分别是 ,& ,"和 ,& ,)

T

T

TU

U T
T

V

的

W

X

Y)

N"

N)

Y"

Z)

X)

Z"X"

图" 偏心球形电容器示意图
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坐 标面$使 X轴通过这 )
个 球层的球心$这时 )个

极 板 的 中 心 坐 标 分 别 是
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*.4,)S)个 极 板 的 半 径
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欲求解电容$必先求出带电导体球系统在球壳层之

间的电势分布$即要求解满足本问题边界条件的方

程式!M#$本问题的边界条件可表示为
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将式!"9#代入式!M#可以得到
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把!*+,"- *./0#-"A)展开成勒让德级数
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将其代入式!")#和式!""#$并化简可得
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把式!":#和!"8#代入式!M#可得球壳层之间的电势

分布$即为
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根据k&-l92%2=$
并考虑到,沿,&,"导体球外法线

方 向 是 减 小$可 求 得 ,"球 面 上 的 电 荷 面 密 度 为1
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$因此导体球面 ,"上的总电量为
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并 且 我 们 考 虑 了 利 用 特 殊 函 数 的 积 分 公 式
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式!"M#$利用 C& nAO$求得偏心球形电容器电容1
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/ 数值计算与讨论

为了能比较直观地找到偏心球形电容器电容 0
的大小和偏心率 12 34&5(+ 5!)之间的关系6我

们编制程序6用微机对式&!.)进 行 了 数 值 计 算6得

到7当 5!2 !65(2 (时60与 1之间的数值关系如

表 !6表 !中同时还列出了电容的相对变化率 ’2

&0+ 08)408和 1之 间 的 数 值 关 系6其 中 082

9:;85!5(4&5(+5!)2(<((=>8?!8+!8&@)A表!中

所列电容 B的单位为 !8+!8&@)A
表 ! 电容 0的大小与偏心率 1之间的数值关系表
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表 !中可以看到偏心球形电容器电容B的大小是随

偏心率 I2 Q4&V(+ V!)的增加而增加的6在偏心

率较小的情况下6电容的变化很小6可以近似认为不

变6这和文献,=-的结论是一致的6即在基于球坐标

系下用分离变量的方法6得到的小偏心球形电容器

的 电 容6在 偏 心 率 很 小 的 情 况 下6电 容 B2 B82

9WX8V!V(4&V(+ V!)不发生变化的结论是一致的6
而文献,S-计算结果为7
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Y
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并且认为偏心球形电容器的电容是随偏心距的增加

而减小的观点是值得商榷的A从表 !中还可以看到6
当 偏心率较大&1[8<U)时电容的变化是相当显著

的6这时电容器处在高能量状态工作6它是极不稳定

的6(个壳层相互靠近的区域容易发生电击穿6从而

破坏电容器A
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