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摘　要　二次分配问题ＱＡＰ（ｑｕａｄｒａｔｉｃａｓｓｉｇｎｍｅｎｔｐｒｏｂｌｅｍ）的变种问题是当前的研究热点．实际应用中存在一类

不能用ＱＡＰ及其现有变种描述的问题，该类问题在ＱＡＰ问题的基础上增加了额外的约束条件：将设备分为黑白

两色，其中白色设备要求与至少一个黑色设备的距离不超过预定阈值．文章将之定义为黑白二次分配问题

ＢＷＱＡＰ（ＢｌａｃｋａｎｄＷｈｉｔｅＱＡＰ）．文章首先分析了它的计算复杂性，指出该问题是ＮＰ难解问题，不存在ε近似度

的多项式时间近似算法（ε＞０）．同时证明了其可行解的存在性与黑白图上的支配集问题等价，也属于 ＮＰ难解问

题．为了能在可接受的时间内得到大规模实例质量可接受的近似解，提出了一种求解ＢＷＱＡＰ的启发式算法

ＧＦＯ．该算法利用ＱＡＰ现有算法得到初始解，然后利用局部搜索策略完成解的可行化和优化．大量实验表明，该启

发式算法能够有效地求解ＢＷＱＡＰ问题的实例．
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１　引　言

二次分配问题 ＱＡＰ（ＱｕａｄｒａｔｉｃＡｓｓｉｇｎｍｅｎｔ

Ｐｒｏｂｌｅｍ）属于经典的组合优化问题，在医院布局、

键盘安排、ＶＬＳＩ设计等领域具有广泛的应用背景．

给定狀个设备犉＝｛犳１，犳２，…，犳狀｝和狀个位置犔＝

｛犾１，犾２，…，犾狀｝，记犃＝（犪犻犼）狀×狀为设备之间的流量矩

阵（犪犻犼表示设备犳犻，犳犼之间的流量），记犅＝（犫犻犼）狀×狀

为位置的距离矩阵（犫犻犼表示位置犾犻，犾犼之间的距离），

ＱＡＰ问题的目标是寻求一种设备分配方法π：｛１，

２，…，狀｝→｛１，２，…，狀｝，使得设备之间的总费用

（ｃｏｓｔ）犮π＝∑
狀

犼＝１
∑
狀

犻＝１

犪犻犼犫π（犻）π（犼）最小，即 ｍｉｎπ∈Π（犮π），其

中Π是｛１，２，…，狀｝全体排列的集合．Ｓａｈｎｉ等
［１］在

１９７６年证明了该问题不仅是 ＮＰ难解的而且不存

在ε近似度的多项式时间近似算法（ε＞０）．

在各类应用需求的驱动下，ＱＡＰ问题的诸多变

种成为该领域的研究热点．Ｂｕｒｋａｒｄ等
［２３］在１９９４

年提出了双二次分配问题 ＢｉＱＡＰ（ＢｉＱｕａｄｒａｔｉｃ

ＡｓｓｉｇｎｍｅｎｔＰｒｏｂｌｅｍ）；Ｋｎｏｗｌｅｓ和Ｃｏｒｎｅ等
［４５］在

２００２年提出了多目标二次分配问题 ｍＱＡＰ（ｍｕｌ

ｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅＱＡＰ）；ＬｅｅＣｈｉＧｕｈｎ等
［６］在２００３年提

出了允许在同一个位置放置多个设备的 ＧＱＡＰ

（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＱＡＰ）问题；Ｂｉｌｌｉｏｎｎｅｔ等
［７］研究了二

次半分配问题 ＱＳＡＰ（ＱｕａｄｒａｔｉｃＳｅｍｉＡｓｓｉｇｎｍｅｎｔ

Ｐｒｏｂｌｅｍ）；Ｈａｈｎ等
［８］研究了二次三维分配问题

Ｑ３ＡＰ（Ｑｕａｄｒａｔｉｃ３ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＡｓｓｉｇｎｍｅｎｔＰｒｏｂ

ｌｅｍ）．关于ＱＡＰ及其变种的最新研究进展，请参考

文献［９］．

然而，在ＱＡＰ相关应用背景中还存在大量不

能用经典ＱＡＰ及已有变种描述的新问题
［１０１１］．例

如在社区医疗机构安排问题上，城市计划在若干个

地点设立社区医疗机构，这些医疗机构包括各种专

科医院（例如肺科医院、肿瘤医院等）和综合性医院，

在各个医院之间存在病人转院（流量），目标是使得

总的费用最小．由于专科医院内部科室数目和能力

有限，遇到其无法处理的病例时转院到综合性医院

总是更加保险的．故此通常要求任意的一家专科医

院至少离一家综合性医院的距离不超过预定阈值．

上述应用问题，既不属于经典的ＱＡＰ问题，也不是

其已有变种．同时，这种情况并不是孤立存在的，公

交车站安排、无线传感器网络节点部署中也存在类

似问题．如在无线传感器网络中，经常需要在一些固

定位置安置不同传感器节点（如温度传感器、湿度传

感器、气体传感器等）用于探测周围环境，节点之间

存在信息（流量）交互的要求．由于造价的原因，大部

分普通节点的通信能力有限，仅少部分节点（即执行

节点）的通信能力较强，为了方便地把传感器的信息

传给远方的基站，也经常要求通信能力较弱的节点

距离至少一个执行节点较近［１２１３］．

由于上述问题源自于多种重要行业应用，因此

有必要专门研究它们．容易发现，上述问题具有共同

特征，均将设备划分成两类，对于其中一类设备（如

专科医院、普通传感器节点）而言，必须距离另外一

类设备（如综合性医院、执行节点）中某一个较近（距

离小于等于预定阈值）．这类问题可以归结为一种新

的带约束的 ＱＡＰ问题变种，本文将之定义为黑白

二次分配问题ＢＷＱＡＰ（ＢｌａｃｋａｎｄＷｈｉｔｅＱＡＰ）．在

给出形式化定义的基础上，本文首先分析了其计算

复杂性，指出该问题是 ＮＰ难解问题，且不存在ε

近似度的多项式时间近似算法（ε＞０）．同时，证明了

ＢＷＱＡＰ可行解的存在性问题与图上的最小支配集

相关，因此ＢＷＱＡＰ可行解的存在性本身就是一个

ＮＰ难解问题．作为一个新的ＮＰ难解问题，本文给

出了一种求解ＢＷＱＡＰ的启发式算法ＧＦＯ（Ｇｅｎｅｒ

ａｔｏｒＦｅａｓｉｂｌｅＯｐｔｉｍｉｚｅｒ），该算法利用 ＱＡＰ现有算

法获得初始解，然后利用局部搜索对其进行可行化

和优化．参照现有ＱＡＰ问题变种的实验方法，本文

利用ＱＡＰ标准测试实例库 ＱＡＰＬＩＢ
［１４］生成了８０

个ＢＷＱＡＰ问题的实例，并应用新启发式算法对其

求解．实验结果表明，该启发式算法能够有效地求解

ＢＷＱＡＰ问题的实例．

本文的工作较为完善地解决了这类新出现的

ＢＷＱＡＰ问题．一方面，通过理论上计算复杂性的分

析，为未来ＢＷＱＡＰ问题的算法设计指明了方向：

除非Ｐ＝ＮＰ，否则人们寻求多项式时间的ＢＷＱＡＰ

完全算法是没有意义的，甚至不存在完全算法可以

在多项式时间内判定ＢＷＱＡＰ是否存在可行解．另

一方面，ＢＷＱＡＰ作为组合与优化结合的问题，本文

给出的启发式算法ＧＦＯ对其他组合与优化结合问

题的算法设计亦具有一定参考价值．

２　相关定义及性质

本节首先给出ＢＷＱＡＰ的形式化定义，同时为

了方便分析ＢＷＱＡＰ问题可行解存在性的计算复

杂性，给出了最小支配集等的定义．
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定义１．　ＢＷＱＡＰ将ＱＡＰ问题中的设备划分

为黑色设备和白色设备，分别记为犉犅和犉犠，满足

犉＝犉犅∪犉犠，犉犅∩犉犠＝．ＢＷＱＡＰ的可行解是一

个排列π犅犠：｛１，２，…，狀｝→｛１，２，…，狀｝，满足距离约

束：犳犻∈犉犠，犳犼∈犉犅，ｓ．ｔ．犫π犅犠（犻）π犅犠（犼），其中

被称为距离阈值．记全体可行解的集合为Π犅犠，

ＢＷＱＡＰ的目标是寻求一个可行解，使得设备之间

的总费用最小，即ｍｉｎπ犅犠 ∈Π犅犠（犮π犅犠）．

根据上述定义可知，社区医疗机构中专科医院

属于白色设备，综合医院属于黑色设备，而医院之间

的转院病人就是流量．专科医院要求到至少一个综

合医院的距离小于距离阈值．在无线传感器网络中，

普通传感器节点属于白色设备，而执行传感器节点

属于黑色设备．

当距离阈值＝＋∞时，ＢＷＱＡＰ退化为经典

的ＱＡＰ问题．而在１９７６年Ｓａｈｎｉ等
［１］已经证明

ＱＡＰ问题不仅是 ＮＰ难解的而且不存在ε近似度

的多项式时间近似算法，故由计算复杂性理论［３］有

如下性质：

性质１．　ＢＷＱＡＰ问题是ＮＰ难解问题，不存

在ε近似度的多项式时间近似算法（ε＞０）．

为了本文后面分析ＢＷＱＡＰ计算复杂性的方

便，下面给出支配集、极小支配集、最小支配集等概

念的定义．

定义２．　对于图犌＝｛犞（犌），犈（犌），ψ犌｝，犇

犞（犌），若狌∈犞（犌），要么狌∈犇，要么狌与犇 内某

顶点相邻，则称犇 是图犌 的一个支配集，集合内的

顶点规模记为｜犇｜．对于支配集犇，若它的任意真子

集均不是支配集，则称犇 为极小支配集．犇０是一个

支配集，但无支配集犇１，使得｜犇１｜＜｜犇０｜，则称犇０

为最小支配集．

定义３．　给定一个ＢＷＱＡＰ实例的狀个位置

犔＝｛犾１，犾２，…，犾狀｝和距离矩阵犅＝（犫犻犼）狀×狀，定义黑

白图 为 一 个 有 序 三 重 集 合 犌犅犠 ＝ ｛犞 （犌犅犠 ），

犈（犌犅犠），ψ犌犅犠｝，其中顶点集犞（犌犅犠）＝｛犾犻｜犾犻∈犔｝，

边集犈（犌犅犠）＝｛犾犻犾犼｜犫犻犼｝，ψ犌犅犠 是关联函数．

３　犅犠犙犃犘计算复杂性

本节通过证明ＢＷＱＡＰ问题可行解的存在性

与黑白图上的支配集问题相关，从而说明ＢＷＱＡＰ

可行解的存在性本身也是ＮＰ难解的．

引理１．　ＢＷＱＡＰ的可行解存在的充要条件

是黑白图犌犅犠存在规模等于｜犉犅｜的支配集．

证明．　首先证明必要性：若ＢＷＱＡＰ存在可行

解，则至少存在一个排列π犅犠：｛１，２，…，狀｝→｛１，

２，…，狀｝，满足犳犻∈犉犠，犳犼∈犉犅，ｓ．ｔ．犫π犅犠（犻）π

犅犠
（犼）

．记犞（犉犅）＝｛犾犻｜犻＝π

犅犠（犻

），犳犻∈犉犅｝表示全体黑

色设备所分配到的位置集合，记犞（犉犠）＝｛犾犻｜犻＝

π

犅犠（犻

），犳犻∈犉犠｝表示全体白色设备所分配到的

位置集合，有犞（犌犅犠）＝犞（犉犅）∪犞（犉犠）成立．那么

犞（犉犅）就是黑白图上的支配集，这是因为犾犻∈

犞（犉犠），存在犳犻 ∈犉犠使得π

犅犠（犻

）＝犻成立，又根

据π

犅犠 的性质，犳犼 ∈犉犅，ｓ．ｔ．犫犻π犅犠（犼

），故

犾犻犾π犅犠（犼
）∈犈（犌犅犠），即犾犻与犾π犅犠（犼

）∈犞（犉犅）相邻．故

此，犞（犌犅犠）中的顶点要么属于犞（犉犅），要么与

犞（犉犅）中某点相邻，必要性得证．

充分性证明：若黑白图犌犅犠存在规模等于｜犉犅｜

的支配集犞（犉犅），那么可以如下构造ＢＷＱＡＰ可

行解：首先将犉犅中的全部黑色设备按照任意排列方

式分别分配在犞（犉犅）的某个位置上（即犞
（犉犅）中

每个位置恰好分配一个不同黑色设备），然后将犉犠中

的白色设备按任意方式分别分配在犞（犌犅犠 ）＼

犞（犉犅）中某个位置上（犞（犌犅犠）＼犞
（犉犅）的每个位

置恰好分配一个不同的白色设备）．显然，容易验证

这种分配方法就是一个可行解． 证毕．

引理２．　黑白图犌犅犠 的最小支配集问题是

ＮＰ难解问题．

证明．　由于图犌＝｛犞（犌），犈（犌），ψ犌｝上的最

小支配集问题为 ＮＰ难解问题，只要证明黑白图

犌犅犠与图犌 的最小支配问题等价，则原命题就成立．

给定任意图犌＝｛犞（犌），犈（犌），ψ犌｝，按照定义３

容易找到一个ＢＷＱＡＰ实例使得它对应的黑白图

犌犅犠＝｛犞（犌犅犠），犈（犌犅犠），ψ犌犅犠 ｝满足犞（犌犅犠）＝

犞（犌），犈（犌犅犠）＝犞（犌），ψ犌犅犠 ＝ψ犌．而另一方面，给

定犌犅犠＝｛犞（犌犅犠），犈（犌犅犠），ψ犌犅犠｝，可以构造图犌＝

｛犞（犌）＝犞（犌犅犠），犈（犌）＝犈（犌犅犠），ψ犌＝ψ犌犅犠 ｝．故

此黑白图犌犅犠与图犌 的最小支配问题等价，原命题

成立． 证毕．

引理３．　判断黑白图犌犅犠是否存在规模等于

常数犓 的支配集属于ＮＰ难解问题．

证明．　采用反证法，假设判定黑白图犌犅犠是否

存在规模等于犓 的支配集属于多项式时间可解的

（时间复杂度记为Ο犓（·）），则可以构造黑白图犌犅犠

上的最小支配集算法如下：首先判断黑白图犌犅犠是

否存在规模为１的支配集（时间复杂度为Ο１（·）），

若存在则算法中止，此时所得支配集即是最小支配

集；否则，判断是否存在规模为２的支配集（时间复
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杂度为Ο２（·）），若存在则得到最小支配集，否则判

断是否存在规模为３的支配集，依次类推，直到找

到支配集为止．显然，最多在Ο１（·）＋Ο２（·）＋…＋

Ο狀（·）时间复杂度内就能保证找到最小支配集，从

而推导出黑白图犌犅犠上最小支配集问题是多项式时

间可解的．这显然与引理２矛盾，故此假设不成立，

原命题成立． 证毕．

根据引理３可知，判断犌犅犠上是否存在规模为

｜犉犅｜的支配集属于ＮＰ难解问题，又由引理１，可知

以下定理成立．

定理１．　ＢＷＱＡＰ可行解的存在性属于 ＮＰ

难解问题．

根据定理１可知，除非Ｐ＝ＮＰ，否则不存在完

全算法可以在多项式时间内判断ＢＷＱＡＰ是否存

在可行解．

４　犅犠犙犃犘启发式算法

与单纯的组合问题（如可满足性问题ＳＡＴ（ｔｈｅ

ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙｐｒｏｂｌｅｍ）问题）和单纯的优化问题（如

ＴＳＰ问题）均不同，ＢＷＱＡＰ问题属于组合与优化

结合问题，其启发式算法通常由三个算子构成：

（１）初始解生成；（２）解的可行化；（３）解的优化．其

中，初始解生成算子首先对原始问题进行松弛，以得

到原问题的退化形式，然后再调用已有的算法求解．

例如，通过令ＢＷＱＡＰ中的距离阈值＝＋∞，可以

将ＢＷＱＡＰ问题退化为经典的 ＱＡＰ问题，从而可

以调用现有的各种求解 ＱＡＰ问题的算法
［１５２５］求

解．解的可行化步骤主要是针对问题的组合特性，将

初始解调整为满足约束条件的可行解．而解的优化

步骤则是针对问题的优化特性，在可行解的基础上，

进一步地优化解，降低目标函数值（对于ＢＷＱＡＰ

问题而言，总费用即是目标函数值）．

根据以上分析，可以给出求解ＢＷＱＡＰ问题的

启发式算法 ＧＦＯ（ＧｅｎｅｒａｔｏｒＦｅａｓｉｂｌｅＯｐｔｉｍｉｚｅｒ）．

该算法由４步构成，其中步２对所使用的求解ＱＡＰ

问题的启发式算法没有任何限制，可以是现有的任

意算法．步３中的可行化算子和步４中的优化算子

将在后面的两个小节内分别介绍．

算法１．　ＧＦＯ．

输入：ＢＷＱＡＰ问题实例犐

输出：解πＢＷ

ｂｅｇｉｎ

１．令犐中距离阈值＝＋∞，得到实例犐的退化形式犐０；

２．调用现有的求解 ＱＡＰ问题的启发式算法，求得犐０

的解π０；

３．以解π０作为初始解，调用可行化算子对π０进行可行

化处理，如果成功则得到实例犐的可行解π犳；否则

退出算法，提示未得到可行解；

４．以可行解π犳为初始解，调用优化算子得到最终解

π犅犠；

ｅｎｄ

４１　可行化算子

本文已经由定理１证明：除非Ｐ＝ＮＰ，否则不

存在多项式时间的ＢＷＱＡＰ可行解构造完全算法．

故此，ＢＷＱＡＰ可行化算子的设计也应采用启发式

方法．局部搜索是普遍使用且性能高效的方法，是目

前求解诸如ＴＳＰ问题和ＳＡＴ问题等组合优化问题

最有效的方法之一．故本文采取局部搜索策略来设

计可行化算子，给出基于局部搜索的可行化算子

ＬＳＦ（ＬｏｃａｌＳｅａｒｃｈＦｅａｓｉｂｌｅ）．为了描述的方便，对

于任意解π，算子中记δ（π）为解中违反距离约束的

白色设备总数．

基于局部搜索的可行化算子ＬＳＦ的基本思想

是：首先判断初始解是否为可行解，如果不是可行解

则对其进行调整，使之成为可行解．具体做法是：每

次从白色设备集合中随机取出一个白色设备，与随

机选取的黑色设备交换位置，如果交换后违反距离

约束的白色设备数目下降了，那么就执行这个操作，

否则不执行该操作．重复这一过程，直到违反距离约

束的白色设备的数目为０或者循环次数达到预定的

值为止．

算子１．　ＬＳＦ．

输入：ＢＷＱＡＰ问题实例犐，初始解π０

输出：可行解π犳

ｂｅｇｉｎ

１．犻←０，π１←π０；　　／／初始化

２．ｗｈｉｌｅ犻＜犜ａｎｄδ（π１）＞０ｄｏ／／循环至当前解为可

／／行解或者循环次数达到阈值

２．１随机挑出一个白色犳犻∈犉犠 和一个黑色设备

犳犼∈犉犅；

２．２π１（犻）π１（犼）后得到新解π２；

／／若新的解违反距离约束的设备更少，则令

／／新解为当前解

２．３ｉｆδ（π２）＜δ（π１）ｔｈｅｎπ１←π２；

２．４犻←犻＋１；

ｅｎｄｗｈｉｌｅ

３．ｉｆδ（π１）＝０ｔｈｅｎπ犳←π１ｅｌｓｅπ犳←；

ｅｎｄ

算子ＬＳＦ的时间复杂度分析如下：步１的时间
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复杂度为Ο（１）；步２．１，２．２和２．４的时间复杂度均

为Ο（１），步２．３的时间复杂度为Ο（狀
２），故此步２的

时间复杂度为Ο（犜狀
２）；在使用链表保存解的情况

下，步３的时间复杂度为Ο（１）．综上可知，算子ＬＳＦ

的时间复杂度为Ο（犜狀
２）．

４２　优化算子

优化算子是在可行解的基础上，对解进行优化

得到目标函数值更优的新解．本文给出一种基于局

部搜索的优化算子ＬＳＯ（ＬｏｃａｌＳｅａｒｃｈＯｐｔｉｍｉｚｅｒ），

其基本步骤是：取可行解作为当前解，然后对当前解

的白色设备集合、黑色设备集合分别进行集合内设

备的位置交换，如果交换后的新解的目标函数值更

优，则保留这次交换，将交换后的解作为当前解，重

复交换操作直至循环中止条件达到为止（即循环次

数达到预定阈值）．算法中解π１交换设备犳犻和犳犼的

位置后得到解π２，为描述方便，将π２与π１的目标函

数值差值记为Δ（π２，π１）．从优化算子ＬＳＯ的步骤

上可以发现，算子在优化过程中始终保持了解的可

行性．这是利用了以下性质：对于一个可行解π犳而

言，交换任意两个白色设备的位置后所得的解依然

是可行的；可行解的黑色设备之间的任意位置交换

也不会违反距离约束．

算子２．　ＬＳＯ．

输入：ＢＷＱＡＰ问题实例犐，可行解π犳

输出：解π犅犠

ｂｅｇｉｎ

１．犻←０，π１←π犳；／／初始化

２．ｗｈｉｌｅ犻＜犚ｄｏ／／循环至循环次数达到阈值

２．１随机挑出两个白色设备犳犻，犳犼∈犉犠，记π１（犻）

π１（犼）后所得解为π２；

２．２ｉｆΔ（π２，π１）＜０ｔｈｅｎπ１←π２；

２．３随机挑出两个黑色设备犳犽，犳犾∈犉犅，记π１（犽）

π１（犾）后所得解为π３；

２．４ｉｆΔ（π３，π１）＜０ｔｈｅｎπ１←π３；

２．５犻←犻＋１；

ｅｎｄｗｈｉｌｅ

３．π犅犠←π１；

ｅｎｄ

算子的ＬＳＯ的时间复杂度分析如下：步１的时

间复杂度为Ο（１）；步２．１，２．３和步２．５的时间复杂

度为Ο（１），步２．２和步２．４的时间复杂度为Ο（狀），

故此步２的时间复杂度为Ο（犚狀）；在使用链表保存

解的情况下，步３的时间复杂度为Ο（１）．综上可知，

算子ＬＳＯ的时间复杂度为Ο（犚狀）．

综上所述，若算法 ＧＦＯ中采用时间复杂度为

Ο（·）的ＱＡＰ算法作为初始解生成算子，利用ＬＳＦ

作为可行化算子，利用ＬＳＯ作为优化算子，则ＧＦＯ

的算法复杂度为Ο（·）＋Ο（犜狀
２）＋Ο（犚狀）．

５　实验及分析

ＢＷＱＡＰ问题作为 ＱＡＰ问题的推广形式，不

存在ε近似度的多项式时间近似算法．故理论分析

对于ＢＷＱＡＰ的启发式算法并不适用．本文采取实

验方法来评价算法的性能，首先给出实验所用实例

的生成方法，然后给出算法 ＧＦＯ在这些实例上的

运行结果．

与经典的 ＱＡＰ问题不同，ＢＷＱＡＰ问题尚不

存在广泛使用的测试实例库．为了评价 ＧＦＯ算法

的实验性能，本文按照以下方法生成实验所用实例．

对于ＱＡＰＬＩＢ
［１４］中实例的设备集合犉＝｛犳１，犳２，…，

犳狀｝，随机选取其中的 狀／５ 、狀／４ 作为黑色设备，

其余作为白色设备；同时记犕＝∑
犻≠犼

犫犻犼／狀（狀－１），分

别取＝ 犕 ，＝２犕 ．这样，每一个ＱＡＰ实例可

以得到４个ＢＷＱＡＰ实例．本文以 ＱＡＰＬＩＢ中２０

个典型测试实例为基础，按照上述方法对 ＱＡＰ实

例进行处理，得到共计８０个ＢＷＱＡＰ实例．

本文使用Ｃ语言实现了ＧＦＯ算法，并在上述

ＢＷＱＡＰ实例上测试了算法性能（每个实例分别运

行１０次）．本实验利用Ｔａｂｕ算法
［２４］作为初始解生

成算法，实验环境是Ｐ４２．４ＧＨｚ微处理机，５１２ＭＢ

内存，ＲｅｄｈａｔＬｉｎｕｘ９．０操作系统．表１、表２、表３

分别给出了小规模实例、中等规模实例、大规模实例

的实验结果．其中 ＱＡＰ，｜犉犅｜／狀，分别表示原始

ＱＡＰ实例名称、黑色设备比例、距离阈值；狕表示利

用已知 ＱＡＰ实例的最优解目标函数值；狀ｆｅａ，狋ｍｉｎ，

狋ｍａｘ，狋ｍｅａｎ，犮ｍｉｎ，犮ｍａｘ，犮ｍｅａｎ分别表示可行解的数目、最

少运行时间／ｓ、最大运行时间／ｓ、平均运行时间／ｓ、

可行解的最小目标函数值、最大目标函数值、平均目

标函数值．

实验结果表明ＧＦＯ对于绝大部分ＢＷＱＡＰ实

例均可以获得它的可行解．对于其中ｅｌｓ１９和ｎｕｇ２４

实例中＝ 犕 值的情形，ＧＦＯ算法不能获得可行

解（表１中以“—”标注），其中的原因可能是距离阈

值过小的缘故，因为当＝ ２犕 的时候，ＧＦＯ算法

又得到了可行解．从可行解的数目上，可以发现算法

ＧＦＯ要么可以得到全部的可行解（１０个），要么一

个也得不到．这说明算法的稳定性非常好，对于未得
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表１　小规模（狀＜５０）犅犠犙犃犘实例的实验结果

ＱＡＰ 狕 ｜犉犅｜／狀  狀ｆｅａ 狋ｍａｘ 狋ｍｉｎ 狋ｍｅａｎ 犮ｍａｘ 犮ｍｉｎ 犮ｍｅａｎ

ｃｈｒ１５ａ ９８９６ １／４ １０ １０ １６ ０ ３．２ ９８９６ ９８９６ ９８９６．０

１／４ １９ １０ １６ ０ １．３ ９８９６ ９８９６ ９８９６．０

１／５ １０ １０ １６ ０ １．４ ９８９６ ９８９６ ９８９６．０

１／５ １９ １０ １６ ０ １．５ ９８９６ ９８９６ ９８９６．０

ｅｌｓ１９ １７２１２５４８ １／４ ４６ — — — — — — —

１／４ ９２ １０ １６ ０ ３．６ １７２１２５４８ １７２１２５４８ １７２１２５４８．０

１／５ ４６ — — — — — — —

１／５ ９２ １０ １６ ０ ３．６ １７２１２５４８ １７２１２５４８ １７２１２５４８．０

Ｈａｄ２０ ６９２２ １／４ ２ １０ １６ ０ ３．７ ７１４２ ６９２８ ６９９４．６

１／４ ４ １０ １６ ０ ３．６ ７０７２ ７０７２ ７０７２．０

１／５ ２ １０ １６ ０ ３．４ ７１４２ ６９２８ ７００６．８

１／５ ４ １０ １６ ０ ３．６ ７０７４ ７０６４ ７０６８．５

Ｎｕｇ２４ ３４８８ １／４ ２ —　 —　 —　 —　 —　 —　 —　

１／４ ３ １０ １６ ０ ４．２ ３７１０ ３６４０ ３６８０．４

１／５ ２ —　 —　 —　 —　 —　 —　 —　

１／５ ３ １０ １６ ０ ４．１ ３６５６ ３６５６ ３６５６．０

ｔａｉ３５ｂ ２８３３１５４４５ １／４ ２５０ １０ １６ ０ ９．２ ２８３６１１７９３ ２８３６１０６８５ ２８３６１１１６４．７

１／４ ４９９ １０ １６ ０ ９．２ ２８３６１１５８４ ２８３６１０２７１ ２８３６１１２０３．５

１／５ ２５０ １０ １６ ０ ９．１ ２８３６０２７８３ ２８３５０１５５６ ２８３５４８７６４．６

１／５ ４９９ １０ １６ ０ ９．６ ２８３５９９５６３ ２８３５０１２３４ ２８３５４２３４１．８

ｓｔｅ３６ｂ １５８５２ １／４ １１ １０ １６ ０ ９．３ １５８９２ １５８６２ １５８７４．６

１／４ ２２ １０ １６ ０ ９．７ １５８９２ １５８６２ １５８７６．２

１／５ １１ １０ １６ ０ ７．０ ２００７４ １９９４０ １９９６０．２

１／５ ２２ １０ １６ ０ ９．８ １５８９２ １５８９２ １５８９２．０

Ｌｉｐａ４０ｂ ４７６５８１ １／４ １０ １０ １６ ０ １０．２ ４８９０５８ ４８７２１５ ４８８３１４．０

１／４ ２１ １０ １６ ０ ９．９ ４７６５８１ ４７６５８１ ４７６５８１．０

１／５ １０ １０ １６ ０ ９．６ ４８９９３９ ４８８７６４ ４８９２１３．６

１／５ ２１ １０ １６ ０ ９．２ ４７６５８１ ４７６５８１ ４７６５８１．０

Ｓｋｏ４９ １／４ ２ １０ １６ １５ １５．８ ２４４０６ ２４１９６ ２４２７０．３

１／４ ５ １０ ３１ ０ １５．１ ２３４４０ ２３４４０ ２３４４０．０

１／５ ２ １０ １６ １５ １５．８ ２４４８４ ２３４９４ ２４０２９．６

１／５ ５ １０ １６ １５ １５．７ ２３４４０ ２３４４０ ２３４４０．０

表２　中等规模（５０＜狀＜１００）犅犠犙犃犘实例的实验结果

ＱＡＰ 狕 ｜犉犅｜／狀  狀ｆｅａ 狋ｍａｘ 狋ｍｉｎ 狋ｍｅａｎ 犮ｍａｘ 犮ｍｉｎ 犮ｍｅａｎ

Ｓｋｏ５６ １／４ ２ １０ ３２ １５ ２０．０ ３５１３０ ３４９３０ ３５１１２．４

１／４ ５ １０ ３２ １５ ２０．２ ３４５４６ ３４５４６ ３４５４６．０

１／５ ２ １０ ３２ １５ ２０．３ ３５２７０ ３４６３８ ３５０９７．０

１／５ ５ １０ ３１ １５ ２１．４ ３４５４６ ３４５４６ ３４５４６．０

ｔａｉ６０ａ ７２０５９６２ １／４ ２８ １０ ３２ １５ ２３．２ ７３２００６０ ７３０１４６２ ７３１３５４５．８

１／４ ５６ １０ ３２ １５ ２３．４ ７３１７５６０ ７３０５６９１ ７３１２４６６．９

１／５ ２８ １０ ３２ １５ ２５．６ ７５１０１１２ ７４８０７６２ ７４９７５４３．１

１／５ ５６ １０ ３２ １５ ２３．１ ７３４００６０ ７３０４５６９ ７３２１３４３．６

Ｌｉｐａ６０ｂ ２５２０１３５ １／４ １７ １０ ３２ １５ ２５．１ ２５５５８７９ ２５３８７６３ ２５４４６９１．２

１／４ ３４ １０ ３２ １５ ２５．２ ２５２０１３５ ２５２０１３５ ２５２０１３５．０

１／５ １７ １０ ３２ １５ ２３．５ ２５９５５３０ ２５７９８７６ ２５８９７６６．７

１／５ ３４ １０ ３１ １５ ２３．４ ２５２０１３５ ２５２０１３５ ２５２０１３５．０

Ｌｉｐａ７０ｂ ４６０３２００ １／４ ２０ １０ ４７ ３１ ３４．２ ４６８８８１５ ４６０９８９６ ４６３８８９２．４

１／４ ３９ １０ ４７ ３１ ３４．０ ４６０３２００ ４６０３２００ ４６０３２００．０

１／５ ２０ １０ ４７ ３１ ３４．２ ４６７８９８４ ４６６２３６５ ４６６９９５４．３

１／５ ３９ １０ ４７ ３１ ３５．３ ４６０３２００ ４６０３２００ ４６０３２００．０

Ｌｉｐａ８０ｂ ７７６３９６２ １／４ ２２ １０ ４７ ４６ ４６．８ ７７６３９６２ ７７６３９６２ ７７６３９６２．０

１／４ ４５ １０ ６２ ４６ ４８．９ ７７６３９６２ ７７６３９６２ ７７６３９６２．０

１／５ ２２ １０ ６２ ４６ ４８．７ ７７６３９６２ ７７６３９６２ ７７６３９６２．０

１／５ ４５ １０ ４７ ４６ ４６．２ ７７６３９６２ ７７６３９６２ ７７６３９６２．０

Ｌｉｐａ９０ｂ １２４９０４４１ １／４ ２６ １０ ７８ ６２ ６７．８ １２４９０４４１ １２４９０４４１ １２４９０４４１．０

１／４ ５１ １０ ７９ ６２ ６４．４ １２４９０４４１ １２４９０４４１ １２４９０４４１．０

１／５ ２６ １０ ７８ ６２ ６８．５ １２４９０４４１ １２４９０４４１ １２４９０４４１．０

１／５ ５１ １０ ７９ ６２ ６８．０ １２４９０４４１ １２４９０４４１ １２４９０４４１．０
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到可行解的ｅｌｓ１９和ｎｕｇ２４的情况，通过穷举的方

式发现确实不存在可行解．同时从解的质量来看，

ＧＦＯ所获得可行解的质量比较稳定，可行解的最小

值、最大值与平均值差别很小．另外，在小规模实例

中，ｃｈｒ１５ａ和ｅｌｓ１９对应的ＢＷＱＡＰ实例的可行解

均与原始 ＱＡＰ实例的最优解相同，说明对于这两

个实例而言，在距离阈值较大的情况下其可行解

的数目非常多（当＝４６时ｅｌｓ１９实例没有可行解），

几乎每个解都是可行解，这时实际上就退化为经典

的ＱＡＰ问题了．这种现象在中等规模的实例中

也体现得比较明显，比如ｌｉｐａ８０ｂ，ｌｉｐａ９０ｂ．而实例

ｌｉｐａ６０ｂ和ｌｉｐａ７０ｂ均是在距离阈值较大的情况下

取到原始ＱＡＰ实例的最优解，对于距离阈值较小

的情况下则未得到原始 ＱＡＰ实例的最优解（其

原因是原始 ＱＡＰ实例的最优解可能违反了距离

约束）．

表３　大规模（狀＞＝１００）犅犠犙犃犘实例的实验结果

ＱＡＰ 狕 ｜犉犅｜／狀  狀ｆｅａ 狋ｍａｘ 狋ｍｉｎ 狋ｍｅａｎ 犮ｍａｘ 犮ｍｉｎ 犮ｍｅａｎ

Ｓｋｏ１００ａ １５２００２ １／４ ４ １０ １１０ ７８ ９０．５ １５２６００ １５２５４０ １５２５７０．４

１／４ ７ １０ １１０ ７８ ９２．６ １５２９５４ １５２０８９ １５２６０７．６

１／５ ４ １０ ９４ ７８ ９２．３ １５３１３８ １５２８９７ １５３１０２．２

１／５ ７ １０ ９４ ７８ ９２．０ １５２８８７ １５２４３５ １５２６８１．６

ｔａｉ１００ａ ２１０７５８４２ １／４ ２８ １０ ９４ ９３ ９３．３ ２１３５９１２０ ２１２８０４３２ ２１３１９８３２．６

１／４ ５７ １０ ９４ ７８ ９２．４ ２１３２８７６３ ２１２６３６１１ ２１２９１８７１．７

１／５ ２８ １０ １０９ ９３ ９５．１ ２１３５８６２１ ２１３１１２６４ ２１３２７８５４．８

１／５ ５７ １０ １０９ ９３ ９５．９ ２１３３１２３８ ２１２４８５６７ ２１２９７６４３．５

ｗｉｌ１００ ２７３０３８ １／４ ４ １０ １０９ ９３ ９５．４ ２７３８９８ ２７３１２８ ２７３４９６．１

１／４ ７ １０ １１０ ９３ ９５．０ ２７３６７７ ２７３１０２ ２７３３４７．９

１／５ ４ １０ １１０ ９３ ９８．２ ２７３５４４ ２７３２２６ ２７３３１７．４

１／５ ７ １０ １１０ ９３ ９６．４ ２７３４２５ ２７３１６９ ２７３２１９．２

ｅｓｃ１２８ ６４ １／４ １ １０ ３２８ ２６５ ２８１．３ ９６ ７２ ７９．０

１／４ ２ １０ ３２８ ２６６ ２８１．６ ７２ ７２ ７２．０

１／５ １ １０ ３２８ ２８１ ２９０．０ ８２ ７２ ７６．６

１／５ ２ １０ ３４３ ２８１ ３００．６ ７２ ７２ ７２．０

ｔａｉ１５０ｂ ４９８８９６６４３ １／４ ４４ １０ ７１９ ６５７ ６７９．８ ５１１９６５３０９ ５０６７４７６４６ ５１０９６６４５２．８

１／４ ８７ １０ ７３５ ６７１ ６７８．９ ５１０８９６７５７ ５１０３４３４３１ ５１０４５８６２１．２

１／５ ４４ １０ ７６６ ７０３ ７１８．４ ５１０９６４８４３ ４９９８６７５４６ ５０９８４５３４３．５

１／５ ８７ １０ ７６６ ７０３ ７１４．５ ５１０７６５４６４ ４９９９６６４５２ ５０７８６５６６４．８

ｔｈｏ１５０ ８１３３３９８ １／４ ４６ １０ ６８７ ６４０ ６４８．７ ８２１３５２４ ８２０３８７５ ８２０７８６５．９

１／４ ９３ １０ ７０４ ６４０ ６５３．２ ８２１１４４６ ８２００５７２ ８２０６８５６．６

１／５ ４６ １０ ７１９ ６７１ ６８１．１ ８１９１８５８ ８１６９６８４ ８１７４９２６．７

１／５ ９３ １０ ７３５ ６７１ ６８１．２ ８１８２１２４ ８１５７７６５ ８１７５６５６．０

６　结　论

本文研究了实际应用中出现的一类ＱＡＰ问题

的新变种 ＢＷＱＡＰ．本文证明不仅该问题本身是

ＮＰ难解问题，而且其可行解的存在性也属于 ＮＰ

难解问题．为了能在多项式时间内得到质量可接受

的近似解，本文给出了一种由初始解生成、可行化和

优化等三个算子组成的启发式算法ＧＦＯ．大量实验

表明，该启发式算法能够有效地求解ＢＷＱＡＰ问题

的实例．
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Ｔｈｅｇｒｏｕｐｈａｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｓｏｍｅｆａｓｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｔｈｅｏ

ｒｅｔｉｃｒｅｓｕｌｔｓｏｆＮＰＨａｒｄｐｒｏｂｌｅｍｓａｎｄｐｕｂｌｉｓｈｅｄｓｏｍｅｐａｐｅｒｓ

ｏｎＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅ

ｍａｔｉｃｓ，ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＬｅｔｔｅｒｓ，ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒ

ＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｄｖａｎｃｅｄＳｏｆｔｗａｒｅ，Ｃｈｉ

ｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒｓ（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ），ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｆｔｗａｒｅ

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ），ｅｔｃ．Ａｎｄｂｅｉｎｇａｐａｒｔｏｆｔｈｉｓｐｒｏｊｅｃｔ，ｔｈｉｓｐａ

ｐｅｒｍａｉｎｌｙｆｏｃｕｓｅｓｏｎｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｄｅｓｉｇｎｏｆｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃ

ａｓｓｉｇｎｍｅｎｔｐｒｏｂｌｅｍ．
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