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摘!要!该文利用半群 方 法 给 出 了 语 言 的 一 些 代 数 性 质9首 先%讨 论 了 稠 密 语 言 的 半 群 结 构%给 出 了 包 含 语 言

!#!"$"#其中!##G%"是正整数$的一个稠密语言类"证明了稠密正规语言包含一个字与一个稠密正规右酉幺半

群的积9其次%讨论了自由幺半群的正规分支可分解性%证明了自由幺半群及正规分支可分解语言与正规分支可分

解的后缀语言的积是正规分支可分解的"应用这些结果证明了+H;I和J:关于正规语言的两个猜想9
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9!引!言

设#是有限非空集合!#" 是 由#生 成 的 自 由

幺半群!称#为 字 母 表!称#中 的 元 素 为 字 母!称

#" 中的 元 素 为 字!称#" 的 子 集 为 语 言@令#G \
#"$">#!这里>是空字!即>是不含任何字母的字@
对于任意语言A!分别用A" 和AG 表示由A生成的

#" 的子幺半群和子半群@把"!#G 简记为!G@
称不能写为其它字的幂的非空字为本原字@令

B是#" 中所 有 本 原 字 组 成 的 集 合@对 于 每 个 非 空

字!存在唯一 的 本 原 字5!使 得! 是5 的 幂!称5

为! 的 本 原 根!记 为%!@对 于 任 意 语 言A!称 由A
中所有非空字的本原根组成的集合为A 的本原根!

记为%A@如果5!?是两个不同 的 本 原 字!则 对 于 任

意两个大于>的正整数*!+!5*?+ 是本原字@
设!\’>’!$’+ 是#" 中的字!’>!’!!$!’+ 是

字母!称字’+’+]>$’> 为字!的镜像!记为&!@称语

言A中的所有字的镜像组成的集合为A 的镜像!记
为’A@

设A是语言!如果对于#" 中的任意字! 都有

A(#"!#")*!则称A为稠密的!否则称A为薄

的%如果对于#" 中的任意字!都有A(!#")*!
则称A为右稠密的!否则称A为右薄的@

如果语言C满足条件C(C#G\*!则称C为

前缀语言!如果C)>!则 称C 为 前 缀 码@称 不 能 包

含于其它前缀码中的前缀码为极大前缀码@可以对

称地定义后缀码和极大后缀码@如果由语言6生成

的#" 的子幺半群中的每个字都可唯一地写为6中

的字的积!则 称6为 码@称 不 能 包 含 于 其 它 码 中 的

码为极大码@
若. 是#" 的子幺半群!.)">#!则&.]>’$

&.]>’! 是. 的生成 元 素 集!称 之 为 . 的 最 小 生

成元素集@若#" 的子幺半群> 可以由码生成!则称

> 为自由的@若#" 的 子 幺 半 群> 满 足>]>>+>!
则称> 为右酉的@#" 的每个右酉子幺半群是#" 的

自由子幺半群@
设:是半群!如果对于:中的任意元素’!存在

两个相异的正整数"!7使得’"\’7!则称:为周期

半群@如果:中元素D满足对于: 中的任意元素’
都有’D\D’\D!则称D为:的零元@如果:的元素

%满足%!\%!则称%为幂等元!如果对于:的任意满

足%-\-%\-的幂等元-都有%\-!则称%为:的

本原幂等元@称不含零元的无真理想的半群为单半

群!称含有本原幂等元的单半群为完全单半群@
字母表#上的自动机!是一个五元组&:!#!!!

0!3’!其中:是非空状态集%# 是 有 限 字 母 表!!是

:^# :̂的子集!称之为边集!使得对于每个状态2
和每个字母’至多有一个状态2<满足&2!’!2<’#!!

0#:为初始状态!3+:为终状态集@如果:是有限

集!则称!为有限自动机@称边的连续序列

1\&2$!’>!2>’&2>!’!!2!’$&2"]>!’"]>!2"’!",$
为自动机!的 路!称2$ 为1的 起 点!称2" 为1的 终

点@通常将如上的路简记为1(2$-2"!称’>’!$’" 为

路1的标号@约定对于每个状态2!存在2到其自身

的路!其标号为 空 字>@称 起 点 为 初 始 状 态!终 点 为

终状态的路为 成 功 路@称 由!的 所 有 成 功 路 的 标 号

组成的集合为被自动机!识别的语言!记为A&!’@
称可被有限自动机识别的语言为正规语言@如果A!

A<是正规语言!则A(A<!A.A<!A]A<!AA<!A"是

正规语言@对于任意语言A及任意字! 定义

6,+)A&!’\"&5!?’##"^#"(5!?#A#@
对于#" 中的任意两个字!!!<!定义!CA!<当且仅

当6,+)A&!’\6,+)A&!<’!则CA 是#" 上的一个同

余!称为由A定 义 的 句 法 同 余!称 商 幺 半 群#")CA
为A 的句法 幺 半 群@众 所 周 知!一 个 语 言 是 正 规 语

言的充要条件是其句法幺半群为有限幺半群@称句

法同余为恒等关系的语言为析取语言!称既不是正

规语言又不是析取语言的语言为中介语言@
正规语言的抽吸引理*>+指出!每个无限正规语言

都包含一个形如5?G!的正规语言!其中5!!##"!

?##G!称5?G!为正规分支@作为抽吸引理的推论可以

得到(每个正规语言A都可以分解为&.
0#E
50?G

0!0’.9

的形式!其中9是有限语言!E是 指 标 集!对 于 每 个

0#E!都有50!!0##"!?0##G@称A的 这 种 形 状 的

分解式为A 的 正 规 分 支 分 解%如 果E是 有 限 集!则

称此分解为A的有限正规分支分解%如果这个并是

不交并则称此分解为正规分支的不交并分解@如果

一个语言有正规分支的不交并分解!则称此语言为

正规分支可分解的!如果一个语言有有限正规分支

的不交并分解!则称此语言为有限正规分支可分解

的!+H;I和J:已经证明!如果一个语言有一个有限

正规分支分解!则该语言是有限正规分支可分解的@
在第!节中!我们讨论了稠密语言中的半群结

构%证明了句法幺半群中含有零元的稠密语言及句

法幺半群中含有极小理想且此极小理想是含有本原

幂 等 元 的 周 期 半 群 的 稠 密 语 言 包 含 一 个 语 言
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!!!"""#其中!是一个非空字#"是一个正整数@把
每个正规码是薄码推广为$句法幺半群中含有零元

的码及句法幺半群中含有极小理想且此极小理想是

含有本原幂等元的周期半群的码是薄码%证明了每

个稠密正规语言包含一个字与一个稠密正规右酉幺

半群的积@
在第<节中#我们讨论了自由幺半群的正规分

支可分解性%证明了每个自由幺半群及每个正规分

支可分解语言与正规分支可分解的后缀语言的积是

正规分支可分解的@
作为如 上 结 论 的 应 用#证 明 了+H;I和 J:在

>@@"年提出的关于正规语言的两个猜想$每个稠密

正规语言含有非本原字%正规语言是正规分支可分

解的@证明了每个稠密正规语言中也含有本原字@

:!稠密语言中的半群结构

首先#我们利用组合方法给出稠密语言的一些

性质@
引理9&!’@!如果/#/,!#A是字母表# 上的语

言#则A是稠密的当且仅当%A是稠密的@
命题9@!A\A>A!(A" 是稠 密 语 言 当 且 仅 当

存在0!>000""#使得A0 是稠密语言@
证明@!如果A0 是稠密 语 言#则 由 稠 密 语 言 的

定义#显然有A\A>A!(A" 是稠密语言@
反过来#设A\A>A!(A" 是稠密语言@若"\>#

则A\A>#结论自然成立@若"\!#则A\A>A!@假设

A>#A! 都不是稠 密 的#则 存 在 字!>#!!#使 得A>(
#"!>#"\*#A!(#"!!#"\*@令!\!>!!#假

设A(#"!#")*#即A(#"!>!!#")*#则存在

F>#A>#F!#A!#4>#4!##"#使得F>F!\4>!>!!4!@
这样或者

!>"存在5##" 使得F>5\4>!>#F!\5!!4!%
或者

!!"存在?##" 使得F>\4>!>?#?F!\!!4!@
在!>"的 情 况 下#F!\5!!4!#A!(#"!!#"#这 与

A!(#"!!#"\*矛盾@在!!"的情况下#F>\4>!>?
#A>(#"!>#"#这与A>(#"!>#"\*矛盾@于是

A(#"!#"\*#这 与A稠 密 矛 盾#因 此A>#A! 中

至少有一个稠 密@若A\A>A!(A"!",<"稠 密#A"
不稠密#则由归纳基础知A>A!(A"]>稠 密#进 一 步

的由归纳假设知#存在0!>000"]>"使得A0 是稠

密的@ 证毕@
引理:&<’@!A\A>.A!.(.A" 是 稠 密 语 言

当且仅当存在0!>000""使得A0 是稠密语言@
推论9@!若/#/,!#5#!##"#?##G#则5?G!

不是稠密的@进一步的#A\ .
-#5?G!

-G 不是稠密的@

证明@!因为 ?% G \)%?*是 单 点 集#所 以)%?*
不是稠密 的#因 此 由 引 理>知#?G 不 是 稠 密 的%同

样的#由5#! 是 单 点 集 知)5*#)?*也 不 是 稠 密 的#
于是由命题>知5?G!\)5*?G)!*不是稠密的#从

而 5?G% !不 是 稠 密 的@因 为%A\ .
-#5?G!

-%
G \

5?G% !#故再一次由引理>知A不是稠密语言@
证毕@

推论:@!若/#/,!#则# 上 的 任 意 有 限 正 规

分支可分解的语言都不是稠密语言@
下 面 我 们 利 用 半 群 方 法 探 讨 稠 密 语 言 的 代 数

性质@
命题:@!薄语言的句法幺半群包含零元@进一

步的#薄语言不是析取的@
证明@!若A 是 薄 语 言#则 存 在 !##" 使 得

A(#"!#"\*#因为对于任意字5##" 都有A(
#"5!#"+A(#"!#"#A(#"!5#"+A(#"!#"#
所以A(#"5!#"\A(#"!5#"\A(#"!#"\*#
从而6,+)A!5!"\6,+)A!!5"\6,+)A!5"\*#故

!515!1!!CA"#因此25&!\&!25\&!#&! 是A 的句

法幺半 群#"+CA 的 零 元@如 果5##G#则5!)!#
且5!1!!CA"#因此CA 不是恒等关系#故A不是

析取语言@ 证毕@
引理;&F’@!不 含 零 元 的 半 群 的 极 小 理 想 是 单

半群@
引理<&F’@!每个有限半群含有幂等元@
引理=&F’@!完全单半群是群的并@
定理9@!若A是稠密语言#且A的句法幺半群

中含有零元#则A包含由非本原字生成的半群@
证明@!设&! 是A 的句法幺 半 群#"+CA 中 的

零元#!##"@由命题!的证明知可以假设!##G@
因为A是稠密的#所以存在5#?##" 使得5!?#A@
因为&! 是#"+CA 的 零 元#所 以 对 于 任 意 正 整 数"
都有!5!?3!""\&!\5!?3!#故!5!?""15!?!CA"#这

样6,+)A!5!?"\6,+)A!!5!?"""@因为5!?#A#故

!>#>"#6,+)A!5!?"#从而!>#>"#6,+)A!!5!?"""#
于 是 !5!?"" #A#A 包 含 由5!? 生 成 的 半 群

!5!?"G#自然A包含由非本原字!5!?"! 生成的半

群!!5!?"!"G@ 证毕@
定理:@!若A是稠密语言#且A的句法幺半群

含有极小理想且此极小理想是含有本原幂等元的周

$F>> 计!!算!!机!!学!!报 !$$%年



期半群!A的 句 法 幺 半 群 不 含 零 元!则A包 含 一 个

语言!"!"#"!其中!是一个非空字!"是一个正整

数@特别的!A含有非本原字@
证明@!设G 是A 的 句 法 幺 半 群#"$CA 的 极

小理想!由引理<知G 是单半群!因为G 中有本原

幂等元!所以G 是完全单半群@假设G\%>
"&!则 对

于任意!##"!由&!>
"

\&!>
"

#G 知>
"

&!\&!>
"

\>
"!从

而>
"

是#"$CA 的零元!这与#"$CA 不含零元矛盾!

因此G)%>
"&@于是!存在!##G 使得&!#G@因为A

稠密!所 以 存 在5!?##"!使 得5!?#A!而5!?3!\
25&!2?#G!因此!由引理%知5!?3!包含于G 的某个子

群H 中@设4%是群H 的单位元!其中%##"@因为G
是周期半群!所 以 存 在 正 整 数"使 得5!?3!" 是 幂 等

元!因为4%是H 的唯一的幂等元!所以5!?3!"\4%!从

而对于任意的 正 整 数+都 有5!?3!"+\4%!进 一 步 的!

5!?3!"+G>\5!?3!!故"5!?#"+G>15!?"CA#!这 样

6,+)A"5!?#\6,+)A""5!?#"+G>#@因 为5!?#A!故

">!>##6,+)A"5!?#!从而">!>##6,+)A""5!?#"+G>#!
于 是 "5!?#"+G> #A!A 包 含 "5!?#""5!?#"#"@
"5!?#"G>是A中的非本原字@ 证毕@

推论;’!("+H;IIJ:关于稠密正规语言的猜想#@
稠密正规语言中含有非本原字@

证明@!设A是一个稠密正规 语 言!则 由A是

正规语言知A 的句法幺半群是有限的@如果#"$CA
含有零元!则由 定 理>知A中 含 有 非 本 原 字@如 果

#"$CA中不含零元!则 由#"$CA 有 限 知#"$CA 含

有极小理想且此极小理想是含有本原幂等元的周期

半群!因此由定理!知A含有非本原字@ 证毕@
引理>’!(@!若"+B!且"是无限正规语言!则

A\.
-#"
-G 不是正规语言@

证明@!因 为" 是 无 限 正 规 语 言!所 以 存 在

5!!##"!?##G!使得5?G!+"@假设A是正规语

言!则#"$CA 是有限幺半群!从而由 引 理F知 存 在

正整数"使得?"1?!""CA#@又由"是正规语言知!

#"$C" 是有限幺半群!从而存在正整数7使得?71
?!7"C"#@于是?"71?!"7"CA#!且?"71?!"7"C"#!从而

5?"7!15?!"7!"CA#!且5?"7!15?!"7!"C"#!进一步

的"5?"7!#!"5?!"7!#!1"5?"7!#F"CA#!且"5?"7!#!

"5?!"7!#!1"5?"7!#F"C"#@
因为5?"7!#"!所 以"5?"7!#F#A!故">!>##

6,+)A""5?"7!#F#!因 此">!>##6,+)A""5?"7!#!

"5?!"7!#!#!故"5?"7!#!"5?!"7!#!#A@由A的定义知

存在-#"及正整数+使得"5?"7!#!"5?!"7!#!\-+@因

为?)>!"7,>!故5?"7!)5?!"7!!而5?"7!!5?!"7!#
"+B!因此由本原字的性质知"5?"7!#!"5?!"7!#! 是

本原字!故+\>!从 而"5?"7!#!"5?!"7!#!#"@这 样

">!>##6,+)"""5?"7!#!"5?!"7!#!#!从 而">!>##
6,+)"""5?"7!#F#!于是"5?"7!#F#"+B!这与"5?"7!#F

不是本原字矛盾@因此!A不是正规语言@ 证毕@
推论<’!("+H;IIJ:关于中介语言的猜想#@!如

果"+B!且"是正规语言!则A\.
-#"
-G 是中介 语

言当且仅当"是无限语言@
证明@!若A\.

-#"
-G 是中介语言!则A不是正

规语言!由正 规 语 言 的 有 限 并 是 正 规 语 言 及-G \

-"]%>&是 正 规 语 言 知!"是 无 限 语 言@反 过 来!假

设"是无限语言!则由引理?知A\.
-#"
-G 不是正规

语言!假设A是稠密语言!则

%A\ .
-#"
-% G \.

-#"
-% G \.

-#"
%-\"+B

是稠密语言!而由假设知%A\"是正规语 言!因 此

由推论<知%A中 含 非 本 原 字!这 与%A中 不 含 本 原

字矛盾!因此A不 是 稠 密 语 言@从 而A不 是 析 取 语

言!故A是中介语言@ 证毕@
推论=@!若A是稠密正规语言!则存在非空字

!及正整数"使得!"!"#"+A@
证明@!因为A是稠密正规语 言!所 以A满 足

定理>或定理!的条件!因此由定理>的证明及定

理!的结论知推论成立@ 证毕@
定理;@!句 法 幺 半 群 中 含 有 零 元 的 码 及 句 法

幺半群中含有极小理想且此极小理想是含有本原幂

等元的周期半群的码是薄码!特别的正规码是薄码@
证明@!假 设6稠 密!则 由 推 论%知 存 在 非 空

字!及正整数"使得!"!"#"+6!由

!"G>!!"G>)!"""G>#G>\!""G>#G"!"G>#G)G""""G>#G>#

\!""G!"G)G"""G>##G""G>#

\!
""G>#""G!#

!’ (G> "G>

\!
""G>#""G!#

!’ (G> "!

及!"G>!!!"G>!)!!"""G>#G>!!
""G>#""G!#

!’ (G> "!#6

知!!
""G>#""G!#

!’ (G> "! 关 于6 有 两 个 不 同 的 分 解 式!
这与6是码矛盾!因此6是薄码@如果6是正规码!
则6适合定理<的条件!因此6是薄码@ 证毕@

引理?’%("正 规 语 言 的>C 分 解 定 理#@ 字 母

表# 上每个正规语言都可以分解为如下形式 的 不

交并*

AJA> .A! . ) .A"!

>F>>#期 刘耀军等*字的组合的半群方法



其中

A0J>0>’0>>0!’0!!’020K>>020
">000"#$

这里>0>$>0!$!$>020
是#" 的 正 规 右 酉 子 幺 半 群$

’0>$’0!$!$’020]>
是字母$且每个

>0>’0>>0!’0!!>0)’0)">0)020K>#
是前缀码@

定理<@!如果A是字母表# 上的稠密正规语

言$则存在字5及#" 的 稠 密 正 规 右 酉 子 幺 半 群>
使得5>+A@

证明@!因为A是正规的$故由 引 理#知A有

>C 分解$即A可分解为

AJA> .A! . ! .A"$
这里A>$A!$!$A" 是两两互不相交的正规语言$且

对于每个0">000"#有

A0J>0>’0>>0!’0!!>020K>’020K>>020
$

且>0>$>0!$!$>020
是#" 的正规右酉子 幺 半 群$’0>$

’0!$!$’020]>
是字母$且对于每个)">0)020]>#有

>0>’0>>0!’0!!>0)’0)
是前缀码@由A稠密根据引理!知$存在0">000"#
使得A0 稠密$如果A0\>0>$则存在字5\>及正规

稠密右酉幺半群>\>0>使得5>\A0+A$如果A0)
>0>$则由A0 的分解式根据命题>知$存在)使得>0)
稠密$这里>0)020@今断言)\20$因若不然$则)0
20]>$由

>0>’0>>0!’0!!>0)’0)
是前缀码知其 子 集’0>’0!!’0)]>>0)’0) 是 前 缀 码$从

而是码$因为

’0>’0!!’0)K>>0)’0)
是正规语言$故由定理<知$’0>’0!!’0)]>>0)’0)是薄

语言%另 一 方 面$由>0)稠 密 知’0>’0!!’0)]>>0)’0)是

稠密语言$产生 矛 盾@因 此)\20$于 是>020
是#" 的

稠密正规右酉子幺半群$’0>’0!!’020]>
是#" 中的字$

使得

’0>’0!!’020K>>020+>0>’0>>0!’0!
!>020+A@

证毕@
!!推论>@!至少含有两个字母的字母表上的 稠

密正规语言含有本原字@
证明@!设A是至少含有两个字母的字母表#

上的稠密正规语言$则由定理F知存在字母表#上

的字5 及#" 的 稠 密 正 规 右 酉 子 幺 半 群> 使 得

5>+A@由> 稠密$/#/,!$根据引理>知%>稠密$

特别的$%>是无限集@

若5\>$则>+A$取!>$!!#%>$!>)!!$则
由语言的本原 根 的 定 义 知 存 在 正 整 数*>$*! 使 得

!*>> $!*!! #>$由> 是半群知!!*>> !!*!! #>+A$而由

本原字的性质有!!*>> !!*!! 是本原字@
若5)>且5是本原字$则由5>+A及>#> 知

5#A@5是A 中的一个本原字@
若5)>且5是非本原字$则存在正整数*>"*>,

!#$使得5\!*>> $这里!>\%5$取!!#%>$%5$则

存在正整数*! 使得!*!! #>$由> 是#" 的右酉子

幺半群有!!*!! #>$于是!*>> !!*!! #5>+A$且由本

原字的性质知$!*>> !!*!! 是本原字@ 证毕@

;!自由幺半群的正规分支分解

引理@&?’@!#" 的子幺半群> 是自由的当且仅

当>]>>(>>]>+>@
定理=@!#" 的自由子幺半群是正规分支可分

解的@
证明@!设> 是#" 的 自 由 子 幺 半 群@若>\

(>)$则取正规分支的指标集E\*$取有限正规语

言9\(>)$得> 的 一 个 正 规 分 支 的 不 交 并 的 分 解

式>\9$因此>\(>)是正规分支可分解的@
若>)(>)$则> 包含非空字$从而集合

E\(-+*-#B且+是使得-+#> 的最小正整数)
是非空集@因 为> 是#" 的 子 幺 半 群$且E+> 故

".
?#E
?G#.(>)+>@反过来$取5#>$使得5)>$则

存在本原字-和一个正整数+使得5\-+$令+$ 是

使得-的幂在> 中的最小正整数$则-+$#E@由 整

数的带余除法定理知存在非负整数L及整数(使得

+\L+$G($$0(5+$$于 是-+\"-+$#L-($由-+$

-+$#> 知-(#>]>>(>>]>$因为> 是#" 的自由

子幺半群$所以由引理"知-(#>$这 样 由+$ 的 最

小性知(\$$从而-+\"-+$#L#"-+$#G$由-+$#E知

5\-+#".
?#E
?G#.(>)$从 而>+".

?#E
?G#.(>)$于

是$> 有正规分支的分解式*

> J ".
?#E
?M#. (>)@

若?#E$则?)>$故?G((>)\*@假设?>$?!#E$

使得?G> (?G! )*$则存在正整数*>$*! 使得?*>> \

?*!! @由E的构造知存在本原字->$-! 及正整数+>$

+!$使得?>\-+>> $?!\-+!! $且+>$+! 顺次为使得-+>> $

-+!! #> 的 最 小 正 整 数@于 是$-*>+>> \-*!+!! @故

#"-*>+>> #\#"-*!+!! #$即->\-!@再 由+>$+! 的 选 取

!F>> 计!!算!!机!!学!!报 !$$%年



知+>\+!!因此-+>> \-+!! !即?>\?!!从而?G> \?G! @
于是!> 的 如 上 分 解 是> 的 正 规 分 支 的 不 交 并 分

解!故> 是正规分支可分解的@ 证毕@
定理>@!正规分支可分解的前缀语言C与正

规分支可分解的语言A 的积CA 是正规分支可分解

的@特别的!正规分支可分解的前缀语言与#" 的自

由子幺半群的积是正规分支可分解的@
证明@!如果C\*或A\*!则CA\*!从而

CA是正规分支可分解的@下设C)*且A)*!由

C是正规分支可分解的知存在有限语言9> 及指标

集E!对 于 每 一 个0#E!存 在50!!0##"!?0##G!
使得

CJ".
0#E
50?M0!0#.9>!

且对任意0#E有

50?M0!0(9>J*!
对于E中任意两个相异指标0>!0! 有

50>?
M
0>!0>(50!?

M
0!!0!J*@

由A是正规分支可分解的语言知!存在有限语言9!
及指标集="可以假设=(E\*#!对每一个N#=!
存在5N!!N##"!?N##G!使得

AJ".
N#=
5N?MN!N#.9!!

且对任意N#=有

5N?MN!N(9!J*!
对=中任意两个指标N>!N! 有

5N>?
G
N>!N>(5N!?

G
N!!N!\*@

于是!

CA\C".
N#=
5N?G

N!N#.C9!

\" .
"&!N##C^=

&5N?G
N!N#.$".

0#E
50?G

0!0#.9>%9!

\" .
"&!N##C^=

&5N?GN!N#." .
"0!-!##E^9!

50?G0!0-!#.9>9!@

上式是CA的 一 个 正 规 分 支 的 分 解 式!其 中9>9!
作 为 有 限 语 言9> 与9! 的 积 是 有 限 语 言!指 标 集

为"C =̂#."Ê 9!#!"&!N##C^=相应的正规分

支为&5N?G
N!N!"0!-!##E^9! 相 应 的 正 规 分 支 为

50?G
0!0-!@下面证明此分解为不交并分解@
"C#对"&!N##C^=!假 设&5N?G

N!N(9>9!)
*!则 存 在 正 整 数 * 及 字->#9>!-!#9!!使 得

&5N?*N!N\->-!!因 为&!->#C!C 是 前 缀 语 言!故

&\->!且5N?*N!N\-!!这与5N?G
N!N(9!\*矛盾!

因此&5N?G
N!N(9>9!\*@

"CC#对"0!-!##E^9!!如果50?G
0!0-!(9>9!)

*!则存 在 正 整 数 * 及 字->#9>!-<!#9!!使 得

50?*0!0-!\->-<!@因为50?*0!0!->#C!C是前缀码!
故50?*0!0\->@这 与50?G

0!0(9>\*矛 盾!因 此

50?G
0!0-!(9>9!\*@
"CCC#对"&>!N>#!"&!!N!##C =̂!如果&>5N>?

G
N>!N>

(&!5N!?
G
N!!N! ) *!则 存 在 正 整 数 *!+!使 得

&>5N>?
*
N>!N>\&!5N!?

+
N!!N!!因 为&>!&!#C!C 是 前

缀 码!故&> \&!!从 而5N>?
*
N>!N> \5N!?

+
N!!N!@于 是

5N>?
G
N>!N>(5N!?

G
N!!N!)*!故N>\N!!从而"&>!N>#\

"&!!N!#@由此可得若"&>!N>#!"&!!N!#是C =̂中的

两个相异指标!则&>5N>?
G
N>!N>(&!5N!?

G
N!!N!\*@

"CZ#对"&!N##C^=!"0!-!##E^9!!假 设

&5N?G
N!N(50?G

0!0-!)*!则存在正整数*!+!使得

&5N?*N!N\50?+0!0-!!因 为&!50?+0!0#C!且C 是 前

缀 语 言!故 &\50?+0!0!从 而!5N?*N!N\-!!这 与

5N?G
N!N(9!\*!矛盾@因此!&5N?G

N!N(50?G
0!0-!

\*@
"Z#对"0!-!#!"0>!-<!##Ê 9!!假设50?G

0!0-!(
50>?

G
0>!0>-<!)*!则存在正整数*!+!使得50?*0!0-!\

50>?
+
0>!0>-<!!因为50?*0!0!50>?

+
0>!0>#C!C是前缀语

言!故50?*0!0\50>?
+
0>!0>!从 而-!\-<!!于 是!由

50?G
0!0(50>?

G
0>!0>)*!故0\0>!因 此!"0!-!#\

"0>!-<!#@由此!对E^9中两 个 不 同 的 指 标"0!-!#!
"0>!-<!#有50?G

0!0-!(50>?
G
0>!0>-<!\*@

综上所述!分解式

CA\" .
"&!N##C^=

&5N?G
N!N#.

" .
"0!-!##E^9!

50?G
0!0-!#.9>9!

是CA的不交并分解@因此!CA是正规分支可分解

的@因为自由幺半群是正规分支可分解的!所以正规

分支可分解的前缀语言与#" 的自由子幺半群的积

是正规分支可分解的@ 证毕@
命题;@!如果A是正规分支可分解的!则其镜

像’A也是正规分支可分解的@
证明@!若A是正规分支可分解的语言!则存在

有限集9及指标集E!对每个指标0!存在50!!0##"

及?0##G!使得

"C#A\".
0#E
50?G

0!0#.9&

"CC#对E中两个不同指标0!0<!50?G0!0(50<?G0<!0<
\*&

"CCC#对E中任意指标0都有9(50?G
0!0\*@

对如上三式求镜像得

"C_#’A\".
0#E
&!02?G

0250#.’9&

"CC_#对0!0<#E!0)0<!&!02?G
0250(&!0<2?G

0<250<\*&
"CCC_#对0#E!’9(&!02?G

0250\*@
因此!"C_#是’A的不交并分解!从而A是正规分支可

<F>>#期 刘耀军等’字的组合的半群方法



分解的@ 证毕@
引理A!<"@!语言A是前缀码当且仅当’A 是后

缀码@
推论?@!正规分支可 分 解 语 言A与 正 规 分 支

可分 解 的 后 缀 语 言: 的 积A: 是 正 规 分 支 可 分

解的@
推论@@!正 规 分 支 可 分 解 的 前 缀 语 言 的 有 限

积是正规分支可分解的@正规分支可分解的后缀语

言的有限积是正规分支可分解的@
推论A@!如果A>#A!#$#A" 是正规分支可 分

解的语言#且对于任意0%>000"]>&都 有A>A!$

A0 是前缀语言#则A>A!$A" 是正规分支可分解的@
如果A>#A!#$#A" 是正规分支可分解的语言#且对

于任意0%!000"&都有A0A0G>$A" 是后缀语言#则

A>A!$A" 是正规分支可分解的@
推论9B@!如果A>#A!#$#A" 是正规分支可分

解的#!>#!!#$#!"]>是 字#使 得 对 于 任 意0\>#

!#$#"]>都 有A>!>A!!!$A0!0 是 前 缀 语 言#则

A>!>A!!!$A"是正规分支可分解的@如果A>#A!#$#

A" 是正规 分 支 可 分 解 的#!>#!!#$#!"]>是 字#使

得对于任意0\!#<#$#"]>都有!0A0G>!0G>$A"
是后 缀 语 言#则A>!>A!!!$A" 是 正 规 分 支 可 分

解的@
定理?@!如果A>#A!#$#A" 是两两不交的 正

规分支可分解的语言#则A\A>.A!.$.A" 是正

规分支可分解的@
证明@!对N\>#!#$#"#由AN 是 正 规 分 支 可

分解的知#存在指标集EN 及有限语言9N#使得对于

EN 中的每个指标0N#存在50N#!0N##
"#?0N##

G 使得

%C&AN\%.
0N#EN
50N?

G
0N!0N&.9N’

%CC&对任意0N#EN 有9N(50N?
G
0N!0N\*’

%CCC&对EN 中 任 意 两 个 不 同 的 指 标0N#0<N#有

50N?
G
0N!0N(50<N?

G
0<N
!0<N\*@可 设E>#E!#$#E" 是 两 两

不交的指标集#令

9\9>.9!.$.9"#

E\E>.E!.$.E"#
且对0N#EN+E#令相应的50N#?0N#!0N如前所选#则由

A\A>.A!.$.A" 得

A\ .
0#E
50?G

0!% &0 .9#

因为9是有限个有限 语 言 的 并#故9是 有 限 语 言#
因此上式是A的一个正规分支的分解式@下面证明

这一个分解是不交并分解@
对于0#E#由E的构造知#存在N#(>#!#$#")#

使得0#EN#设0\0N#则

50?G0!0(9\50N?
G
0N!0N(%9>.9!.$.9"&

\%50N?
G
0N!0N(9>&.%50N?

G
0N!0N(9!&.$.

%50N?
G
0N!0N(9"&

+ .
"

N<)N#N<\>
%AN(9N<&.%50N?

G
0N!0N(9N&

+ .
"

N<)N#N<\>
%AN(AN<&.%50N?

G
0N!0N(9N&

\*@
对E中 两 个 不 同 的 指 标0#0<#存 在N#N<#(>#

!#$#")#使得0\0N#0<\0N<#如 果N\N<#则50?G
0!0

与50<?G
0<!0<在 同 一AN 中#故50?G

0!0(50<?G
0<!0<\

*@如果N)N<#则AN(AN<\*#由50?G
0!0+AN#

50<?G
0<!0<+AN<知#50?G

0!0(50<?G
0<!0<\*@

由上可知#A\ .
0#E
50?G

0!% &0 .9是A 的 正 规 分

支的不交并分解#因此A\A>.A!.$.A" 是正规

分支可分解的@ 证毕@
推论99!#"%正规语言的+H;IIJ:猜想&@!正规

语言是正规分支可分解的@
证明@!设A是正规语言#则当A\*时#A自

然是正规 分 支 可 分 解 的@如 果A)*#则 由 引 理#
知#存在两两不交的正规语言A>#A!#$#A" 使得

A\A>.A!.$.A"#

且对于每个A0#存在#" 的正规右酉子幺半群>0>#

>0!#$#>020
及字母’0>#’0!#$#’020]>

使得

A0\>0>’0>>0!’0!$>020]>’020]>>020
#

且对每个)\>#!#$#20]>都有

>0>’0>>0!’0!$>0)’0)
是前缀语 言@由>0N 是 右 酉 幺 半 群#从 而>0N 是 自 由

幺半群#根据定理%知>0N是正规分支可分解的’再

由对于每个)\>#!#$#20]>有>0>’0>>0!’0!$>0)’0)
是前缀语言#根据推论>$知A0 是正规分支可分解

的@最后#由A\A>.A!.$.A" 是不交并#根据定

理#得A是正规分支可分解的@ 证毕@

<!结!语

本文利用半群方法探讨了正规语言及稠密语言

的代数结构@基本思想是建立语言与半群的联系#在
此基础上可以利用半群的结论或通过研究半群揭示

语言的性质@由此可见#建立语言与代数对象%如半

群*半环等&之间的联系是一项十分有意义的工作#这
样可以借助于代数的结论和方法探讨语言的结构@
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