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摘!要!研究有限域!%"&上任意给定长度的序列的最短线性递归长度的分布#对任意正整数$和$"%"$#计算
出了长度为$$最短线性递归长度为%的序列个数#指出了对于固定长度为$的任意序列#其最短线性递归长度大
部分情况下等于$’!或$’!L##即其最短线性递归长度的分布一般都集中在长度的一半位置9

关键词!M&3算法"最短线性递归长度"分布
中图法分类号 54;##
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<!引!言

流密码是密码学中一种重要的加密体制#其主
要思想是采用伪随机序列进行加密9目前使用最多
的伪随机序列为移位寄存器序列#所以对移位寄存
器序列的研究就成为了流密码体制中的一个重要问

题9而!$世纪K$年代末提出的线性反馈移位寄存
器的M&3 综合算法%全称为MGV8GY@?&3@TTGB算
法&#是第一个解决线性反馈移位寄存器综合问题的
算法#从而使得序列的线性复杂度问题成为流密码
的一个重要强度指标9所谓的线性反馈移位寄存器
综合问题指的是对已知的序列#求它的最短线性递

归长度%也可以说是求序列的线性复杂度&和最小生
成多项式组成的综合解9使用该算法求出的为给定
序列的最短线性移位寄存器的长度以及该序列的最

小生成多项式#可以在域>’%)&上实现9
在参考文献(;)中给出了环上的两种单条序列

最短线性移位寄存器综合算法之间的关系"在参考
文献(!)中给出了多条序列最短线性移位寄存器综
合问题的解决算法#是对M&3 算法序列个数的扩
展"在参考文献(J)中给出了利用ZV[ECGV基理论求
解环上多条序列的综合算法"但都没有给出利用这
些算法求出的最短线性递归长度的分布9本文在利
用M&3算法求单条序列最短线性递归长度时#完整
地求出了最短线性递归长度的分布9
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!$"’为"个元的有限域#其中"为素数幂#

>!两个引理

引理<#!若某个固定的%*$#*##!#*$&有长度

为%的最短线性递归且满足条件!%"$L##则?%\#
可逆#且线性递归系数唯一#
证明#!使用归纳法证明#
情形#$%]#’#全零序列的最短线性递归长度

为$#因此若%]##则*$($#故?%\#可逆且线性递
归系数唯一#
情形!$%)#且!%"$L#’#使用反证法证明如下(
%*$#*##!#*$&有最短线性递归%#而?%\#不可

逆#则存在最小的-$-"%\#’#使得矩阵

*$ *# ! *-
*# *! ! *-L#
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*%\# *% ! *-L%

#
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&\#
降秩$秩小于-L#’#因为- 是最小的#易见%*$#

*##!#*-L%\#&有长度为-的最短线性递归#又-L
%)-L%\#*!- 成立#由归纳法的假设可知?-\#
可逆#令A最大#使得%*$#*##!#*A&有长度为- 的
最短线性递归#则-L%\#"A+$成立#故应该有
%*$#*##!#*AL#&的最短线性递归长度不长于%*$#

*##!#*$&的最短线性递归长度#考虑方程组
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其系数矩阵的秩小于增广矩阵的秩#故方程组无解#
从而得到(%*$#*##!#*AL#&的最短线性递归长度)
A\-L#*%#矛盾#
引理#得证# 证毕#
引理=#!5%\#中可逆矩阵的个数为$"\#’"!%\!#

证明#!使用归纳法证明如下(
情形#$%]#’#此时#?%\#]$*$’显然#?%\#可

逆,*$($#因此5$中有"\#个可逆矩阵#结论正确#
情形!$%)#’#令A最小#使得
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成立#则A"%\##即!A"AL%\##若A)$#因为
%*$#*##!#*AL%\!&的最短线性递归长度为A#因此
由引理#可知?A\#可逆#由归纳假设可知这样的

?A\#有$"\#’"!A\!个#取定其中的一个#*!A\#可以
任意取值#由?%\#可逆#知

+*$A
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因此*AL%\#有"\#种选择#取定其中一种#记

6$*A\4L!L6A\#*4\#L*4]$#4]A#!#AL%\!#
则?%\#可经矩阵的初等变换化为
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其中6($#)/*代表计算得到的任意数值#也就是
说#*AL%#!#*!%\!可以任意取值#
那么#对这样的?%\#和A#可逆矩阵的数目为
$"\#’"!A\!"$"\#’"%\A\#]$"\#’!"%LA\!#

A]##!#!#%\!#
若A]$#则*%\#($#*%#!#*!%\!可以任意取值#

这样的矩阵共有$"\#’"%\#个#
因此#5%\#中可逆矩阵的数目为
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引理!得证# 证毕#
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?!最短线性递归长度的分布

定理<#!当!%"$L#时!@$中最短线性递归

长度为%的序列的个数为""\##"!%\#个#
证明#!由引理#可知$若!%"$L#且%*$!

*#!&!*$’的最短线性递归长度为%!则?%\#可逆!
递归系数唯一#由引理!可知$可逆的?%\#有""\
##"!%\!种!*!%\#可以任意取!有"种#取定一种则递
归系数随之确定#又*$!*#!&!*$由*$!*#!&!*!%\#
及递归系数确定!所以定理#得证# 证毕#
引理>#!序列%*$!*#!&!*$’的最短线性递归

长度为%!且满足
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无解且
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满秩!即秩等于$\%L##
证明#!分别证明充分性和必要性#
充分性#由!%)$L#!可知%*$!*#!&!*$’的长

为%的线性递归可以递归扩展到*!%\#!利用引理#
可知$?%\#可逆!则其行向量组线性无关#充分性
得证#
必要性#因为矩阵
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满秩!所以方程组
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有解!即%*$!*#!&!*$’有长为%的线性递归#又因为
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无解!所以%*$!*#!&!*$’有长为%的最短线性递
归#必要性得证# 证毕#

定理=#!当!%)$L#时!@$中最短线性递归
长度为%的序列的个数为""\##"!"$\%L##个#
证明#!由引理;可知
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满秩#因为%是最短线性递归的长度!故
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无解#由此可知系数矩阵的秩必小于增广矩阵的秩!
即增广矩阵的末行不能表示为前$\%L#行的线性
组合#由!%)$L#!可知$\%L!"%!因此可得
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取A最小!使得
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若A]$!则*$]&]*%\!]$!*%\#($!有"\#种取
法#又有*%!&!*$可以任意取!可知这样的序列有
""\##"$\%L#种#若$+A"$\%L#!则矩阵
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的前A个行向量线性无关!最末行的行向量可以表
示为前A个行向量的线性组合!因此得*$!*#!&!

*AL%\!有长为A的最短线性递归#而由!A"AL$\
%L#+AL%!根据引理#和定理#可知$?A\#可逆!
且*$!*#!&!*AL%\!这样的序列有""\##"!A\#种#但
矩阵

*$ & *%\! *%\#
( ( ( (

*A & *AL%\! *AL%

#

$

%

&\#
满秩!因此当*$!*#!&!*AL%\!取定时!*AL%\#允许
有"\#种选择#取定其中一种!记6$*A\4L&L
6A\#*4\#L*4]$"4]A!&!AL%\!#!令
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则矩阵!经过初等变换可以变为
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其中6($"$/%代表计算得到的任意数值"也就是说"
*AL%"!"*$可取任意值"所以此种序列*$"*#"!"*$
共有&"\#’"!A\#&"\#’"$L#\A\%]&"\#’!"$LA\%种#
因此"@$中最短线性递归长度为%且!%)$L#的序
列共有

&"\#’"$\%L#L 0
$C%E#

AD#
"A& ’\# "$\%L#&"\#’!]

&"\#’"!&$\%L#’种#
定理!得证# 证毕#
从定理#和定理!可以看出"当序列长度$L#

为偶数时"%为&$L#’(!的概率最大"为&"\#’(")
而序列长度$L#为奇数时"%为&$L#’(!L#的概
率最大"也为&"\#’("#
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! 2GCQZFA<1A@CQ" ĜCQ _@A<3ACQ90CARGV@RA:G@8Q7VARS?X7V
?F8RA<TGDFGCIGTSAXR<VGQATRGVTBCRSGTAT9+IAGCIGAC&SAC@"#="%"

#%&"’*>J$">J"&AC&SACGTG’
&冯贵良"曾开明9多个序列最短线性移位寄存器综合的迭代算
法9中国科学"#="%"#%&"’*>J$">J"’
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