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摘　要　黑白旅行商问题是经典旅行商问题的推广，在基于ＳＯＮＥＴ技术的光纤网络设计、航线调度等领域具有

广泛的应用．已有研究工作集中在无向黑白旅行商问题上．文章研究该问题的更一般形式———有向黑白旅行商问

题．首先，给出了有向黑白旅行商问题的混合整数线性规划公式．与目前无向黑白旅行商问题包含指数多个约束的

规划公式相比，它仅包含多项式个约束．其次，给出了一种启发式算法．实验表明，该启发式算法能够有效地求解黑

白旅行商问题的实例．由于无向黑白旅行商问题是有向黑白旅行商问题的特例，故文中的结论对于求解无向黑白

旅行商问题同样有效．
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１　引　言

黑白旅行商问题ＢＷＴＳＰ（ＢｌａｃｋａｎｄＷｈｉｔｅＴｒａｖ

ｅｌｉｎｇＳａｌｅｓｍａｎＰｒｏｂｌｅｍ）最早由 Ｇｈｉａｎｉ等人
［１３］提

出，在基于ＳＯＮＥＴ技术的光纤网络设计
［４］、航线调

度［５］等领域具有广泛的应用背景．作为经典旅行商

问题ＴＳＰ（ＴｒａｖｅｌｉｎｇＳａｌｅｓｍａｎＰｒｏｂｌｅｍ）的推广形



式，ＢＷＴＳＰ问题属于典型的ＮＰ难解问题．根据计

算复杂性理论可知：除非Ｐ＝ＮＰ，否则任何 ＮＰ难

解问题均不存在多项式时间的完全算法［６］．故此，目

前研究有两个方向：完全算法能保证得到最优解，但

是运行时间是指数复杂度的；启发式算法则仅要求

找到近似解，而在多项式时间内结束．

根据ＢＷＴＳＰ问题中边是否对称，ＢＷＴＳＰ问

题可以分成无向ＢＷＴＳＰ问题和有向ＢＷＴＳＰ问题

两大类．由于ＢＷＴＳＰ问题提出时间较短，已有的研

究成果集中在无向ＢＷＴＳＰ问题上．在完全算法研

究方面，Ｇｈｉａｎｉ等人
［１］提出了无向ＢＷＴＳＰ问题的

混合整数线性规划公式，该规划公式包含指数多个

约束条件．在启发式算法研究方面，Ｂｏｕｒｇｅｏｉｓ等

人［２３］将无向 ＢＷＴＳＰ问题的启发式算法划分为

构造、可行化和优化等三个阶段，提出了 Ｃ１ＦＩ，

Ｃ２ＦＩ和Ｃ３ＦＩ等三种不同的启发式算法，并通过

实验对它们的性能进行了比较．

本文研究ＢＷＴＳＰ问题的更一般形式———有向

ＢＷＴＳＰ问题，主要工作包括以下两点：（１）提出了

有向ＢＷＴＳＰ问题的混合整数线性规划公式，它对

于设计分枝限界等完全算法具有重要意义．原有

无向ＢＷＴＳＰ的规划公式利用了无向图的对称特

性，故难以推广到有向ＢＷＴＳＰ问题．本文在有向

ＢＷＴＳＰ问题的退化形式———非对称旅行商问题

ＡＴＳＰ（ＡｓｙｍｍｅｔｒｉｃＴＳＰ）的基础上，提出了新的混

合整数线性规划公式．与无向ＢＷＴＳＰ问题上包含

指数多个约束条件的规划公式相比，新规划公式仅

仅包含多项式个约束条件．（２）提出了有向ＢＷＴＳＰ

问题的启发式算法ＬＫＨＢＷＴＳＰ．该算法通过定义

惩罚函数的方式，对目前求解ＡＴＳＰ的最好算法之

一的ＬＫＨ进行修改，设计了新的初始解生成算子、

局部搜索算子．大量实验表明，该启发式算法能够有

效地求解ＢＷＴＳＰ问题的实例．

本文第２节给出有向ＢＷＴＳＰ问题的定义及相

关知识；第３节给出有向ＢＷＴＳＰ问题的混合整数

线性规划公式；第４节提出求解有向ＢＷＴＳＰ问题

的启发式算法ＬＫＨＢＷＴＳＰ；实验结果在第５节给

出；最后一节总结全文，并指出今后的研究方向．

２　问题描述及相关定义

定义１．　有序三重集合犌＝（犞，犃，犮）称为一个

有向加权图，其中犞 为顶点集，犃为弧（有向边）集，

犮为弧权矩阵（任意一弧（犻，犼）的权值记为犮犻犼）．

犞′犞，记δ犃（犞′）＝｛（犻，犼）｜（犻，犼）∈犃，犻∈犞′，犼∈

犞′｝，集合δ犃（犞′）中弧的数目记为｜δ犃（犞′）｜．

定义２．　黑白有向加权图犌犅犠＝（犅∪犠，犃，犮）

是顶点集合犞＝犅∪犠 的有向加权图，其中犅是黑

色顶点集合，犠 是白色顶点集合，犅∩犠＝．

定义３．　黑白有向加权图犌犅犠中的一条ＴＳＰ

环路就是一条不重复地访问犅∪犠 中所有顶点的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ环路，记为狋＝〈π（１），π（２），…，π（狀）〉，

其中π 为［１!!狀］上的排列，记 犳（狋）＝犮π（１）π（狀）＋

∑
１犻狀－１

犮π（犻）π（犻＋１）表示环路狋的权值．

定义４．　黑白有向加权图犌犅犠中一条ＢＷＴＳＰ

环路狋犅犠 是满足以下两个约束条件的 ＴＳＰ环路：

１）基数约束：环路上连续的两个黑色顶点间的白色

顶点数目不超过正整数犙，其中犙 被称为基数阈

值；２）权值约束：环路上连续的两个黑色顶点间路

径的权值不超过正数犔，其中犔被称为权值阈值．

定义５．　 记黑白有向加权图 犌犅犠 上全体

ＢＷＴＳＰ环路的集合为犅犠犜犛犘（犌犅犠）．犌犅犠上的有

向ＢＷＴＳＰ问题是寻求狋犅犠 ∈犅犠犜犛犘（犌犅犠），ｓ．ｔ．

犳（狋犅犠）＝ｍｉｎ狋犅犠犳（狋犅犠），其中狋犅犠∈犅犠犜犛犘（犌犅犠）．

定义６．　黑白有向加权图犌犅犠中的一条有向

ＢＢ路径是首尾为黑色顶点、内部为白色顶点的路

径，记为狆＝犻１犻２…犻犽，其中犻１，犻犽∈犅，犻２，犻３，…，犻犽－１∈

犠，且犻犼≠犻犺（１犼，犺犽，犼≠犺）．记狆上顶点的集合

为犞（狆）＝｛犻１，犻２，…，犻犽｝，｜犞（狆）｜＝犽表示狆上顶点

的个数；记狆上全体弧的集合为犃（狆）＝｛（犻１，犻２），

（犻２，犻３），…，（犻犽－１，犻犽）｝，｜犃（狆）｜＝犽－１表示狆上弧

的数目，犵（狆）＝犮犻
１
犻
２
＋犮犻

２
犻
３
＋…＋犮犻犽－１犻犽表示路径狆

的权值．

定义７．　黑白有向加权图犌犅犠上的任意一条

ＴＳＰ环路狋可以分解为｜犅｜条有向ＢＢ路径（即狋由

这些有向ＢＢ路径首尾依次相连而得），记该｜犅｜条

有向ＢＢ路径的集合为犘（狋）．

３　有向犅犠犜犛犘问题的混合整数

线性规划公式

　　本节给出有向ＢＷＴＳＰ问题的混合整数线性规

划公式，它仅包含多项式个约束．

３１　无基数约束及权值约束的有向犅犠犜犛犘问题

的规划公式

在不考虑基数约束及权值约束的前提下，有向

ＢＷＴＳＰ问题退化为 ＡＴＳＰ问题．ＡＴＳＰ问题已存
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在多种规划公式［７］，下面给出的是 ＭＴＺ公式
［８］：

ｍｉｎ∑
犻≠犼

犮犻犼狓犻犼 （１）

ｓ．ｔ．∑
犻≠犼

狓犻犼 ＝１，　　犼∈犞 （２）

∑
犼≠犻

狓犻犼 ＝１，　 　犻∈犞 （３）

狓犻犼 ＝０或１，　 （犻，犼）∈犃 （４）

（狀－１）狓犻犼＋狌犻狌犼＋（狀－２），

犻，犼∈犞＼｛１｝ （５）

狌犻０， 犻∈犞 （６）

其中变量狓犻犼与弧（犻，犼）相关联，若狓犻犼＝１，则弧（犻，犼）

出现在ＴＳＰ环路中，否则不出现在ＴＳＰ环路中．约

束式（２）、（３）和（４）保证了每个顶点的出度和入度均

为１（即解是由环路构成的）．

变量狌犻与顶点犻相关联，它表明了顶点在环路

中出现的顺序．若有犻，犼≠１且狓犻犼＝１，则由约束式

（５）可知：狌犼狌犻＋１．约束式（５）和式（６）被称为子环

路删除约束，它们可以保证解不包含子环路，这一点

容易由反证法得到：假设满足式（２）～（６）约束的某

个解存在子环路，则该解至少包含两个子环路，且至

少存在一个子环路狋１不包含顶点１．记狋１中包含的弧

数目为｜犃（狋１）｜，则｜犃（狋１）｜＜狀成立．对于狋１上的任

意一条弧（犻，犼），有不等式（狀－１）＋狌犻狌犼＋（狀－２）

成立（根据约束式（５））．将狋１上所有｜犃（狋１）｜条弧

对应的不等式累加得到：（狀－１）｜犃（狋１）｜（狀－２）·

｜犃（狋１）｜，矛盾，故假设不成立．

３２　基数约束

本小节考虑如何将基数约束加入到３．１节提出

的规划公式中．对于任意犻∈犠，引入变量狇犻，它表示

在访问犻后环路还允许连续出现的白色顶点的个

数．基数约束可以通过如下方式分析：若犻，犼∈犠 且

狓犻犼＝１（即弧（犻，犼）出现在环路上），则狇犼狇犻－１成

立，故得到约束：

犛（１－狓犻犼）狇犼－狇犻＋１，　　　　　　

　　　　　（犻，犼）∈犃，犻∈犠，犼∈犠 （７）

其中，犛是一个常量，其取值应该足够大以保证式

（７）成立，同时又尽可能小，使得约束尽可能紧致．

狇犼的最大值是犙－１，而狇犻的最小值是０，从而狇犼－

狇犻＋１最大可能值为犙－１－０＋１＝犙，故可令犛＝

犙，从而将式（７）转化为

犙（１－狓犻犼）狇犼－狇犻＋１，　　　　

　　　　　　（犻，犼）∈犃，犻∈犠，犼∈犠 （８）

　　另外狇犻的取值范围满足以下公式

０狇犻犙－１，　犻∈犠 （９）

　　定理１．　对于黑白有向加权图犌犅犠 中任意

ＴＳＰ环路狋，式（８）和（９）是基数约束的充要条件．

证明．　（１）充分性证明

反证法：假设存在某个满足式（８）和（９）的ＴＳＰ

环路狋违反了基数约束，则狋上至少存在一条有向

ＢＢ路径狆＝犻１犻２…犻犽∈犘（狋），使得犽－２＞犙成立．由

解狋满足式（８），可知以下公式成立：

狇犻
２ 狇犻３＋１，

狇犻
３ 狇犻４＋１，

　　…

狇犻犽－２ 狇犻犽－１＋１．

　　将这犽－３个不等式累加得到：狇犻
２
狇犻犽－１＋（犽－

３），再由犽－２＞犙 可知狇犻
２
狇犻犽－１＋犙．而另一方面

由解狋满足式（９）可知０狇犻
２
，狇犻犽－１犙－１，从而

狇犻
２
＜狇犻犽－１＋犙，矛盾，故假设不成立，得证．

（２）必要性证明

对于黑白有向加权图犌犅犠中满足基数约束的ＴＳＰ

环路狋上的任意一条有向ＢＢ路径狆＝犻１犻２…犻犽∈

犘（狋），显然有犽－２犙成立．为狆上的每个白色顶

点犻犼（１＜犼＜犽）构造狇犻犼＝犽－犼－１，此时容易验证式

（８）和（９）均成立． 证毕．

式（８）和（９）构成了基数约束条件，其数目为

｜δ犃（犠）｜＋｜犠｜．

３３　权值约束

本小节考虑如何加入权值约束．对于任意犻∈

犅∪犠，引入变量犾犻表示环路允许从犻至下一个黑色

顶点之间路径的权值大小．

（１）若犻∈犅∪犠，犼∈犠 且狓犻犼＝１（即弧（犻，犼）出

现在环路上），则犾犼犾犻－犮犻犼成立，故得到约束：

犕犻犼（１－狓犻犼）犾犼－犾犻＋犮犻犼，　　　　　　　

　　（犻，犼）∈犃，犻∈犅∪犠，犼∈犠 （１０）

其中，犕犻犼是一个常量，其取值应该足够大以保证式

（１０）成立，同时又尽可能小，使得约束尽可能紧致．

犾犼的最大值不超过犔，而犾犻的最小值是０，从而犾犼－

犾犻＋犮犻犼的值不超过犔＋犮犻犼，故可令犕犻犼＝犔＋犮犻犼，从而

将式（１０）转化为

（犔＋犮犻犼）（１－狓犻犼）犾犼－犾犻＋犮犻犼，　　　　

　　（犻，犼）∈犃，犻∈犅∪犠，犼∈犠 （１１）

　　（２）若犻∈犅∪犠，犼∈犅且狓犻犼＝１，则犾犼犔，犾犻

犮犻犼类似于式（１１）的推导，得到约束：

犾犻－犮犻犼 －（１－狓犻犼）犮犻犼，　　　

　（犻，犼）∈犃，犻∈犅∪犠，犼∈犅 （１２）
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　　另外，犾犻的取值范围满足以下公式：

０犾犻犔，犻∈犅∪犠 （１３）

　　定理２．　对于黑白有向加权图犌犅犠 中任意

ＴＳＰ环路狋，式（１１）～（１３）是权值约束的充要条件．

证明．　（１）充分性证明．

反证法：假设存在某个满足式（１１）～（１３）的

ＴＳＰ环路狋违反了权值约束，则狋上至少存在一条

有向ＢＢ路径狆＝犻１犻２…犻犽，使得 ∑
１狉犽－１

犮犻狉犻狉＋１＞犔 成

立．由解狋满足式（１１），可知以下公式成立

犾犻
１ 犾犻２＋犮犻１犻２，

犾犻
２ 犾犻３＋犮犻２犻３，

　　…

犾犻犽－２ 犾犻犽－１＋犮犻犽－２犻犽－１．

　　将这犽－２个不等式累加得到犾犻
１
犾犻犽－１＋

∑
１狉犽－２

犮犻狉犻狉＋１，再由式（１２）可知犾犻犽－１犮犻犽－１犻犽，从而有

犾犻
１
 ∑
１狉犽－１

犮犻狉犻狉＋１＞犔成立．而另一方面由解狋满足式

（１３）可知０犾犻
１
犔，矛盾．故假设不成立，得证．

（２）必要性证明．

对于满足权值约束的 ＴＳＰ环路狋上任意一

条有向ＢＢ路径狆＝犻１犻２…犻犽，显然有 ∑
１狉犽－１

犮犻狉犻狉＋１犔

成立．对于 狆 上的顶点犻犼（１犼＜犽），令犾犻犼 ＝

∑
犼狉犽－１

犮犻狉犻狉＋１．容易验证式（１１）～（１３）均成立．证毕．

式（１１）～（１３）构成了权值约束条件，其数目为

｜犃｜＋｜犅｜＋｜犠｜．

４　有向犅犠犜犛犘问题的启发式算法

由于有向ＢＷＴＳＰ问题是 ＮＰ难解，故对大规

模问题，人们寻求在可接受的计算时间内能获得（在

解的性能上）可接受解的启发式算法．本节将给出一

个求解有向ＢＷＴＳＰ问题的启发式算法．

４１　无基数约束及权值约束的有向犅犠犜犛犘问题

的启发式算法

在不考虑基数约束及权值约束的前提下，有向

ＢＷＴＳＰ问题退化为 ＡＴＳＰ问题．与对称旅行商问

题（ＳＴＳＰ）相比，目前ＡＴＳＰ问题的研究尚不充分，

其启发式算法大致分为三类：环路构造算法，如最近

邻算法、贪心算法［９］等；局部搜索算法，如 ＫＰ算

法［１０］、ＬＫＨ 算法
［１１］、Ｉｈｐｅｒｋ算法

［１２］等；基于最小

圈覆盖的算法，如Ｐａｔｃｈ算法
［１３］、ＲＡ算法

［１４］、ＣＯＰ

算法［１５］①等．其中，ＬＫＨ 算法是 Ｈｅｌｓｇａｕｎ在经典

ＬＫ算法的基础上提出的高效局部搜索算法，是目

前已知的求解 ＡＴＳＰ问题最好的算法之一．ＬＫＨ

算法对经典ＬＫ算法的改进主要是两方面：（１）用

αｎｅａｒｎｅｓｓ启发集代替最近邻启发集；（２）使用更

加先进的搜索规则．算法 ＬＫＨ 的基本框架如下：

（１）生成ＡＴＳＰ问题的αｎｅａｒｎｅｓｓ启发集；（２）根据

当前最好的两个解及αｎｅａｒｎｅｓｓ启发集来选择初始

解；（３）在启发集上调用ＬＫ算子求得局部最优解；

（４）若局部最优解优于当前最优解，则令它为当前

最优解，并将其与此前最好解的公共边调整为对应

顶点启发集的第一、第二位序；（５）重复步２～４，直

至算法结束．

４２　有向犅犠犜犛犘问题的启发式算法

通过在ＬＫＨ算法上添加惩罚函数，本小节得

到了求解带有基数约束及权值约束的有向ＢＷＴＳＰ

问题的ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法．本小节首先给出惩罚

函数的定义，然后分别给出初始解的生成算子和

局部搜索算子，最后给出完整的 ＬＫＨＢＷＴＳＰ

算法．

（１）惩罚函数的定义

对于黑白有向加权图犌犅犠 上的任意一条 ＴＳＰ

环路狋＝〈π（１），π（２），…，π（狀）〉，定义它的带惩罚权

值φ（狋）如下：

φ（狋）＝犳（狋）＋α（狋）＋β（狋） （１４）

其中犳（狋）是ＴＳＰ环路狋的权值．α（狋）表示环路狋违

反基数约束的惩罚函数，β（狋）表示环路狋违反权值

约束的惩罚函数，分别定义如下：

α（狋）＝ ∑
狆犻∈犘

（狋）

［狘犞（狆犻）狘＞犙］犕犙 （１５）

β（狋）＝ ∑
狆犻∈犘

（狋）

ｍａｘ（犵（狆犻）－犔，０）犕犔 （１６）

其中，犕犙，犕犔分别表示预先设定的某个常数，［狓］＝

１， 狓＝ｔｒｕｅ

０， 狓｛ ＝ｆａｌｓｅ
，ｍａｘ（狓，狔）＝

狓， 狓狔

狔， 狓＜｛ 狔
．

（２）初始解的生成算子ＣｈｏｏｓｅＩｎｉｔｉａｌＴｏｕｒ

ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法的初始解生成算子Ｃｈｏｏｓ

ｅＩｎｉｔｉａｌＴｏｕｒ（如图１所示）是在经典ＬＫＨ的初始解

生成算子的基础上修改而成的，其基本思路是通过

构造首尾相连的有向ＢＢ路径来获取初始解：（１）一

条有向ＢＢ路径的构造从某个黑色顶点开始，在不

违反基数约束和权值约束的情况下插入新的白色顶
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点，使得新加入的边尽可能属于启发集并且属于当

前最好的环路；（２）在有向ＢＢ路径违反基数约束或

权值约束的情况下，则试图加入黑色顶点，从而开始

构造一条新的有向ＢＢ路径．

算子ＣｈｏｏｓｅＩｎｉｔｉａｌＴｏｕｒ
输入：ＢＷＴＳＰ问题实例犐
输出：初始解狋０

ｂｅｇｉｎ

１．ｆｏｒｅｖｅｒｙ犻∈犅∪犠 ｄｏ犳犾犪犵（犻）＝ＦＡＬＳＥ／／把所有的顶点标注为未被选择

２．随机选择一个顶点犻∈犅，令犳犾犪犵（犻）＝ＴＲＵＥ／／选择一个黑色顶点

３．犾犮＝０，狇犮＝０／／初始化当前正在构造的有向ＢＢ路径，犾犮代表当前路径当前的权值，

／／狇犮代表当前路径所含白色顶点数目

４．ｗｈｉｌｅ存在未被选择的顶点ｄｏ｛

ｉｆ犾犮＜＝犔牔牔狇犮＜＝犙／／若当前正在构造的有向ＢＢ路径不违反基数约束和权值约束

ｔｈｅｎ｛

ｉｆ犼∈犠ｓ．ｔ．犳犾犪犵（犼）＝ＦＡＬＳＥ牔牔（犻，犼）属于启发集牔牔α（犻，犼）＝０牔牔（犻，犼）属于当前最好环路

ｔｈｅｎ｛狇犮＋＋，犾犮＝犾犮＋犮犻犼，犻＝犼，犳犾犪犵（犻）＝ＴＲＵＥ｝／／修改当前有向ＢＢ路径的信息

ｅｌｓｅｉｆ犼∈犠ｓ．ｔ．犳犾犪犵（犼）＝ＦＡＬＳＥ牔牔（犻，犼）属于启发集

ｔｈｅｎ｛狇犮＋＋，犾犮＝犾犮＋犮犻犼，犻＝犼，犳犾犪犵（犻）＝ＴＲＵＥ｝／／修改当前有向ＢＢ路径的信息

ｅｌｓｅｉｆ犼∈犠ｓ．ｔ．犳犾犪犵（犼）＝ＦＡＬＳＥ

ｔｈｅｎ｛狇犮＋＋，犾犮＝犾犮＋犮犻犼，犻＝犼，犳犾犪犵（犻）＝ＴＲＵＥ｝／／修改当前有向ＢＢ路径的信息

ｅｌｓｅ｛／／取一个未被访问过的黑色顶点任取犼∈犅ｓ．ｔ．犳犾犪犵（犼）＝ＦＡＬＳＥ

狇犮＝０，犾犮＝０，犻＝犼，犳犾犪犵（犻）＝ＴＲＵＥ／／开始一条新的有向ＢＢ路径的构造过程

｝

｝ｅｌｓｅ｛／／若当前正在构造的有向ＢＢ路径已经违反基数约束或权值约束

ｉｆ犼∈犅ｓ．ｔ．犳犾犪犵（犼）＝ＦＡＬＳＥ／／如果有未选择的黑色顶点

ｔｈｅｎ｛狇犮＝０，犾犮＝０，犻＝犼，犳犾犪犵（犻）＝ＴＲＵＥ｝／／开始一条新的有向ＢＢ路径的构造过程

ｅｌｓｅ｛／／选择一个未曾访问的白色顶点

ｉｆ犼∈犠ｓ．ｔ．犳犾犪犵（犼）＝ＦＡＬＳＥ

ｔｈｅｎ｛狇犮＋＋，犾犮＝犾犮＋犮犻犼，犻＝犼，犳犾犪犵（犻）＝ＴＲＵＥ｝／／修改当前有向ＢＢ路径的信息

｝

｝

｝

５．ｒｅｔｕｒｎ由有向ＢＢ路径构成的初始解狋０

ｅｎｄ

图１　算子ＣｈｏｏｓｅＩｎｉｔｉａｌＴｏｕｒ

　　ＣｈｏｏｓｅＩｎｉｔｉａｌＴｏｕｒ的时间复杂度分析如下：步１

的时间复杂度为Ο（狀）；步２、３和５的时间复杂度均

为Ο（１）；步４是一个次数为Ο（狀）的循环，每次循环

内部的时间复杂度为Ο（狀）．综上可知，ＣｈｏｏｓｅＩｎｉｔｉ

ａｌＴｏｕｒ的时间复杂度为Ο（狀
２）．

（３）局部搜索算子ＬＫＢＷＴＳＰ

作为局部搜索算法的核心组成部分，局部搜索

算子的设计显著影响算法的总体性能．本文对经典

ＬＫＨ算法中的局部搜索算子进行了修改，得到求解

ＢＷＴＳＰ问题的ＬＫＢＷＴＳＰ算子（如图２所示）．它

与原ＬＫＨ算法的局部搜索算子的主要差别在于：

利用带惩罚权值φ（狋）代替了原算子的正收益函数
①．

为了叙述方便，引入记号：对于黑白加权图犌犅犠上

的任意一条 ＴＳＰ环路狋＝〈π（１），π（２），…，π（狀）〉，

（狋，犛１，犛２）表示用集合犛２中的边代替环路狋上犛１

中的边后得到的新环路，其中犛１，犛２均表示边的集

合，且犛１∩犛２＝．对于犻１，犻２，…，犻犽∈犅∪犠，记

犛（犻１，犻２，…，犻犽）＝｛（犻１，犻２），（犻３，犻４），…，（犻犽－１，犻犽）｝．

　　ＬＫＢＷＴＳＰ的基本思想是：（１）利用犽（犽＝２，

４，６，８，１０）条新边代替当前环路上的犽条边得到新

环路；（２）若新环路的带惩罚权值小于当前环路，

则以新环路作为当前环路并转向（１），否则直接

转向（１）．ＢＷＴＳＰＬＫ的时间复杂度分析如下：步１

的时间复杂度为 Ο（狀）；步 ２ 的时间复杂度为

Ο（２
５犱４狀２）＝Ο（犱

４狀２），其中犱表示启发集的规模；

步３的时间复杂度为Ο（１）．故此，ＬＫＢＷＴＳＰ算

子的时间复杂度为Ο（犱
４狀２）．

（４）ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法．

ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法的主体框架（如图３所示）

是一个主循环，每次循环由一系列步骤构成：（１）调

用ＣｈｏｏｓｅＩｎｉｔｉａｌＴｏｕｒ生成一条初始环路；（２）调用

局部搜索算子ＬＫＢＷＴＳＰ对初始环路进行优化，

获得当前解狋；（３）若当前解的带惩罚权值比当前最

好环路要好，则将当前解保存为当前最好环路，并调

整启发集．

ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法的时间复杂度分析如下：算

法步１和３的时间复杂度为Ο（１）；步２是次数为狀

的循环，而步２．１的时间复杂度为Ο（狀
２），步２．２的

时间复杂度为Ο（犱
４狀２），步２．３的时间复杂度为
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① 可以取犕犙，犕犔的值为狀×ｍａｘ（犮犻犼）的倍数，为了避免该方
法对原ＬＫＨ算法所能求解实例规模的影响，当 ｍａｘ（犮犻犼）
或者狀较大时，可以适当按比例缩小犮犻犼．



Ο（狀），故每一次循环的时间复杂度为Ο（犱
４狀２）＋

Ο（狀
２）＋Ο（狀）＝Ο（犱

４狀２），步２的时间复杂度为

Ο（犱
４狀３）．综上可知，ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法的时间复

杂度为Ο（犱
４狀３）．

算子ＬＫＢＷＴＳＰ
输入：ＢＷＴＳＰ问题实例犐，初始解狋０
输出：解狋

ｂｅｇｉｎ

１．狋＝狋０

２．ｆｏｒｅｖｅｒｙｎｏｄｅ犻１∈犅∪犠 ｄｏ

ｆｏｒ犻１在环路狋上的每一个相邻顶点犻２ｄｏ

ｆｏｒ犻２的启发集中每一个顶点犻３ｄｏ

ｆｏｒ犻３在环路狋上的每一个相邻顶点犻４ｄｏ

ｉｆφ（（狋，犛（犻１，犻２，犻３，犻４），犛（犻２，犻３，犻４，犻１）））＜φ（狋）

ｔｈｅｎ｛狋＝（狋，犛（犻１，犻２，犻３，犻４），犛（犻２，犻３，犻４，犻１）），ｇｏｔｏ２｝

ｅｌｓｅ｛

ｆｏｒ犻４的启发集中每一个顶点犻５ｄｏ

ｆｏｒ犻５在环路狋上的每一个相邻顶点犻６ｄｏ

ｉｆφ（（狋，犛（犻１，犻２，…，犻５，犻６），犛（犻２，犻３，…，犻５，犻６，犻１）））＜φ（狋）

ｔｈｅｎ｛狋＝（狋，犛（犻１，犻２，…，犻５，犻６），犛（犻２，犻３，…，犻５，犻６，犻１）），ｇｏｔｏ２｝

ｅｌｓｅ｛

ｆｏｒ犻６的启发集中每一个顶点犻７ｄｏ

ｆｏｒ犻７在环路狋上的每一个相邻顶点犻８ｄｏ

ｉｆφ（（狋，犛（犻１，犻２，…，犻７，犻８），犛（犻２，犻３，…，犻７，犻８，犻１）））＜φ（狋）

ｔｈｅｎ｛狋＝（狋，犛（犻１，犻２，…，犻７，犻８），犛（犻２，犻３，…，犻７，犻８，犻１）），ｇｏｔｏ２｝

ｅｌｓｅ｛

ｆｏｒ犻８的启发集中每一个顶点犻９ｄｏ

ｆｏｒ犻９在环路狋上的每一个相邻顶点犻１０ｄｏ

ｉｆφ（（狋，犛（犻１，犻２，…，犻９，犻１０），犛（犻２，犻３，…，犻９，犻１０，犻１）））＜φ（狋）

ｔｈｅｎ｛狋＝（狋，犛（犻１，犻２，…，犻９，犻１０），犛（犻２，犻３，…，犻９，犻１０，犻１）），ｇｏｔｏ２｝

｝

｝

｝

３．ｒｅｔｕｒｎ解狋

ｅｎｄ

图２　算子ＬＫＢＷＴＳＰ

算法ＬＫＨＢＷＴＳＰ
输入：ＢＷＴＳＰ问题实例犐
输出：解狋ｂｅｓｔ

ｂｅｇｉｎ

１．犾犲狀＝＋∞／／保存最好环路的带惩罚权值

２．ｆｏｒ犻＝１ｔｏ狀ｄｏ｛

２．１狋０＝犆犺狅狅狊犲犐狀犻狋犻犪犾犜狅狌狉（）；／／构造初始解

２．２狋＝犔犓犅犠犜犛犘（狋０）；／／对初始解进行局部搜索，获得当前解

２．３ｉｆφ（狋）＜犾犲狀／／如果当前解比目前最好解还要好，则把当前解保存为最好解

ｔｈｅｎ｛

２．３．１犾犲狀＝φ（狋）

２．３．２狋ｂｅｓｔ＝狋／／保存当前最好解

２．３．３调整启发集／／根据当前最好解调整启发集中边的位序

｝

｝

３．ｒｅｔｕｒｎ解狋ｂｅｓｔ

ｅｎｄ

图３　算法ＬＫＨＢＷＴＳＰ

５　实验及性能分析

目前，ＮＰ难解问题启发式算法的性能评价包

括３种方式：最坏情况分析；概率分析（平均情况分

析）；实验分析．

最坏情况分析的目的在于刻划算法在最坏情况

下所能保证解的性能．以退化的有向 ＢＷＴＳＰ问

题———ＡＴＳＰ问题为例，对于满足三角不等式的实

例而言，目前最坏情况下比值界最好的是ＲＡ
［１４］算

法（它保证最终解的权值不超过全局最优解的ｌｏｇ２狀

倍）．而对于一般实例，已经证明
［１６］：如果Ｐ≠ＮＰ且

σ１，不存在具有比值界σ的多项式时间启发式

算法．

概率分析法是为了评价算法的平均性能．例如，

概率分析法可以用来估计一个启发式算法求解大规
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模实例的误差范围．概率分析法和最坏情况分析法

均有不足：这两种方法所涉及的数学公式都非常复

杂，并且所用实例与实际应用相差较大，故分析结果

对于求解实际的ＢＷＴＳＰ问题意义不大．目前，研究

人员通常采用实验分析方法来评价算法性能．在实

验分析中，算法运行在一系列的实例上，通过衡量算

法在这些实例上的解来评价算法的性能．

本节首先在无向ＢＷＴＳＰ实例上测试了ＬＫＨ

ＢＷＴＳＰ，并与目前求解无向ＢＷＴＳＰ问题最好的算

法Ｃ３ＦＩ
［３］进行对比，然后在有向ＢＷＴＳＰ实例上

测试了ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法的性能．

５１　无向犅犠犜犛犘实验

由于无向ＢＷＴＳＰ问题是有向ＢＷＴＳＰ问题的

特例，因此ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法同样可以用于求解

无向ＢＷＴＳＰ问题．为了评价ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法的

实验性能，本文将其与目前最好的算法Ｃ３ＦＩ进行

对比．本文参照文献［３］中无向ＢＷＴＳＰ问题实例的

生成方式，按照以下方法生成实验所用实例．

（１）在［０，１００］２二维矩形内随机生成狀－｜犅｜个

坐标为整数的白色顶点．在［２０，８０］２或［４０，６０］２二

维矩形内随机生成｜犅｜个坐标为整数的黑色顶点，

其中取狀＝１００，２００，｜犅｜＝０．１狀．

（２）边（犻，犼）的权值犮犻犼＝ （狓犻－狓犼）
２＋（狔犻－狔犼）槡

２ ．

（３）令基数约束犙＝ 犪｜犠｜／｜犅｜ ，其中犪取

１．５或２．

（４）为了确定权值约束犔，本文首先利用ＬＫＨ

算法求解本实例对应的ＳＴＳＰ问题，所得解的权值

记为狕．本文令犔＝犫狕／｜犅｜ ，其中犫取２或２．５．

根据以上方法总共可以得到１６个难度不同的

测试实例．

本文实验环境是Ｐ４１．４ＧＨｚ微处理机，２５６ＭＢ

内存，ＲｅｄｈａｔＬｉｎｕｘ８．０操作系统．表１、表２给出了

实验结果，其中狀，｜犅｜，犙，犔分别表示实例的规模、

黑色顶点数目、基数阈值、权值阈值；狀ｆｅａ，狋ｍｉｎ，狋ｍｅａｎ，

表１　算法犔犓犎犅犠犜犛犘在无向犅犠犜犛犘实例上运行１０次的实验结果

狀 ｜犅｜ 黑色顶点分布 狕 犙 犔 狀ｆｅａ 狋ｍｉｎ 狋ｍｅａｎ 犳ｍｉｎ 犳ｍｅａｎ

１００ １０

［２０，８０］２ ７３０

１４
１４６ １０ ７９ １１３．４ ７８６ ７９３．４

１９５ １０ ８１ １３２．７ ７６３ ７８７．４

１８
１４６ １０ ６０ ９８．３ ７５４ ７６１．２

１９５ １０ ５８ ８２．１ ７４５ ７５５．１

［４０，６０］２ ７１０

１４
１４２ １０ ７５ １８４．５ ９３２ ９５４．０

１７８ １０ ９１ １４５．３ ９１５ ９４３．６

１８
１４２ １０ ８８ １３８．６ ９０７ ９２５．４

１７８ １０ ８２ １２７．６ ８９２ ９１０．３

２００ ２０

［２０，８０］２ ９７６

１４
９８ １０ ６７８ １２４５．１ １１７３ １２０２．６

１２２ １０ ８０３ １２９８．６ １１５６ １１７６．３

１８
９８ １０ ５７８ ９３２．７ １１４３ １１６７．２

１２２ １０ ５２０ ６１０．２ １０４６ １１２３．１

［４０，６０］２ １０６２　

１４
１０６ — — — — —

１３３ ７ １８４５ ８７６３．１ １３４５ １４１６．１

１８
１０６ — — — — —

１３３ ７ ２８４３ ９８７６．２ １３１５ １３８７．８

表２　算法犆３犉犐在无向犅犠犜犛犘实例上运行１０次的实验结果

狀 ｜犅｜ 黑色顶点分布 狕 犙 犔 狀ｆｅａ 狋ｍｉｎ 狋ｍｅａｎ 犳ｍｉｎ 犳ｍｅａｎ

１００ １０

［２０，８０］２ ７３０

１４
１４６ １０ ４８ ９２．２ ８０２ ８１１．２

１９５ １０ ４５ ８２．４ ７９５ ８０６．５

１８
１４６ １０ ３６ ８６．１ ７８６ ８１０．３

１９５ １０ ３９ ７８．９ ７８９ ８０４．３

［４０，６０］２ ７１０

１４
１４２ １０ ４５ ８４．４ ９７８ １０２６．１

１７８ １０ ３７ ７８．６ ９６５ １０１８．６

１８
１４２ １０ ４６ ８８．７ ９３６ ９７８．１

１７８ １０ ３９ ７６．３ ９１６ ９６４．２

２００ ２０

［２０，８０］２ ９７６

１４
９８ １０ ４９８ ９７６．２ １２６３ １３１２．７

１２２ １０ ３６５ ９０２．７ １２２９ １２８９．４

１８
９８ １０ ４７８ ７３２．６ １２５６ １３０７．３

１２２ １０ ４２０ ５１０．１ １１８９ １２３１．２

［４０，６０］２ １０６２　

１４
１０６ ３ １５０３ ６１２０．５ １５７３ １５９０．２

１３３ ９ １３８５ ４９６４．３ １４４５ １５２７．３

１８
１０６ ３ ２２４７ ６７８０．１ １５２４ １５３８．８

１３３ ９ ２０８１ ５７６０．５ １４２３ １４９８．６
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犳ｍｉｎ，犳ｍｅａｎ分别表示可行解的数目、最少运行时间、平

均运行时间、可行解的最小权值、可行解的平均权

值．实验结果（表１、表２）表明，ＬＫＨＢＷＴＳＰ所获

得的解的质量明显高于Ｃ３ＦＩ，这是因为ＬＫＨ 算

法的优化性能远高于Ｃ３ＦＩ算法中的优化算子（简

单２ｏｐｔ）的原因．而从运行时间上看，Ｃ３ＦＩ具有较

大的优势，原因是ＬＫＨＢＷＴＳＰ的时间复杂度高

于Ｃ３ＦＩ．在可行解的个数方面，对于黑色顶点分布

在［４０，６０］２上，狀＝２００的情况，ＬＫＨＢＷＴＳＰ所获

得可行解的个数少于Ｃ３ＦＩ，而两个算法在其他的

实例上均获得了１０个可行解．原因在于：对于容易

的实例，两个算法均可以得到可行解，而对于较难的

实例，因为ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法没有专门进行可行化

的操作，故此其获得可行解的能力比Ｃ３ＦＩ要弱．

５２　有向犅犠犜犛犘实验

一般形式的有向ＢＷＴＳＰ问题尚不存在广泛使

用的测试实例库．为了评价ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法的

实验性能，本小节采用类似无向ＢＷＴＳＰ问题实例

的生成方法，得到实验所需的１６个有向ＢＷＴＳＰ测

试实例．有向ＢＷＴＳＰ实例与无向ＢＷＴＳＰ实例生

成方法的唯一差别是权值计算方法，弧（犻，犼）的权值

计算公式如下：

犮犻犼 ＝

（狓犻－狓犼）
２
＋（狔犻－狔犼）槡

２ ，犻＜犼

０， 犻＝犼

狘狓犻－狓犼狘＋狘狔犻－狔犼狘， 犻＞

烅

烄

烆 犼

　　本文在有向实例上测试了算法ＬＫＨＢＷＴＳＰ

的性能（每个实例分别运行１０次，令带惩罚权值

φ（狋）中参数犕犙＝１０００，犕犔＝１００）．表３给出了实验

结果．实验结果表明，ＬＫＨＢＷＴＳＰ对于大部分有

向ＢＷＴＳＰ实例均可以获得可行解，且所获得可行

解的质量比较稳定（可行解的最小值与平均值差别

很小）．对于其中两个实例，ＬＫＨＢＷＴＳＰ算法不能

获得可行解（表格中以“—”标注），其中的原因可能

是权值阈值过小的缘故（当权值阈值由１１４增加为

１４３时，ＬＫＨＢＷＴＳＰ获得９个可行解）．

表３　算法犔犓犎犅犠犜犛犘在有向犅犠犜犛犘实例上运行１０次的实验结果

狀 ｜犅｜ 黑色顶点分布 狕 犙 犔 狀ｆｅａ 狋ｍｉｎ 狋ｍｅａｎ 犳ｍｉｎ 犳ｍｅａｎ

１００ １０

［２０，８０］２ ８７８

１４
１７６ １０ ８５ １２９．２ ９６６ ９６８．５

２２０ １０ ７２ １４３．７ ９５４ ９６２．２

１８
１７６ １０ ５９ １００．８ ９３３ ９３８．６

２２０ １０ ６１ ７７．７ ９１５ ９１７．３

［４０，６０］２ ８５０

１４
１７０ １０ ８０ ２２４．１ １０８９ １１２３．７

２１３ １０ ９７ １８５．３ １０７６ １０８４．８

１８
１７０ １０ ９９ １５９．６ １０８０ １１１４．６

２１３ １０ ７６ １５７．０ ９７７ ９８６．４

２００ ２０

［２０，８０］２ １１４５　

１４
１１５ １０ ９８２ １３２６．２ １２３４ １２４４．１

１４４ １０ １０１０ １４４４．８ １２３４ １２４１．８

１８
１１５ １０ ６１１ ８８６．５ １２１５ １２２０．７

１４４ １０ ４７７ ６２３．９ １１８６ １１９７．５

［４０，６０］２ １１４０　

１４
１１４ — — — — —

１４３ ９ ２２５４ １０１００．８ １５５２ １５８５．４

１８
１１４ — — — — —

１４３ ９ ３７２７ １１７２８．６ １４４１ １４６８．４

６　结论与展望

本文研究了有向ＢＷＴＳＰ问题，提出了仅包含

多项式个约束条件的混合整数线性规划公式．由于

无向 ＢＷＴＳＰ 问题可以非常容易转换为有向

ＢＷＴＳＰ问题，故该规划公式也适用于无向ＢＷＴＳＰ

问题．同时，本文在有向ＢＷＴＳＰ问题的退化问题

ＡＴＳＰ的ＬＫＨ算法基础上，给出了求解一般形式

的有向ＢＷＴＳＰ问题的启发式算法ＬＫＨＢＷＴＳＰ．

实验结果表明，该启发式算法可以有效地求解有向

ＢＷＴＳＰ问题的实例．

致　 谢 　 感谢加拿大 ＣｅｎｔｒｅｆｏｒＲｅｓｅａｒｃｈｏｎ

Ｔｒａｎｓｐｏｒｔａｔｉｏｎ的ＧｉｌｂｅｒｔＬａｐｏｒｔｅ教授为作者提供

了ＢＷＴＳＰ的相关资料．同时特别感谢审稿人为完

善本文所付出的辛勤工作！
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