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摘要　本文用模态综合法并借助二阶非完整约束系统

的 Routh 型方程, 建立了考虑全部 (包括代数和微分)

对接条件下转子系统的运动微分方程, 使求临界转速

问题由非线性特征值问题转变为线性特征值问题. 在

此基础上, 研究了微分对接条件对临界转速的影响.
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引　言　

在模态综合法的发展中, 有很多研究是针对下列

两类问题: 如何选取子结构的模态集; 如何选用子结构

间的相容性条件. 文献 [ 1 ]借助二阶非完整约束系统

的Rou th 型方程, 研究了对接条件对稳态不平衡响应

的影响, 指出强化对接条件是必要的. 对线性转子系

统的固有振动问题, 尽管可利用加速度和位移之间的

关系: yβ= - 8 2y (其中 8 是系统的转速) , 将微分对接

条件化为代数对接条件, 但由于转化来的代数对接条

件中含有未知量 8 , 从而使求临界转速问题变成非线

性特征值问题, 而对非线性特征值问题没有一般的解

法. 本文用模态综合法并借助二阶非完整约束系统的

Rou th 型方程, 导出了考虑全部对接条件下转子系统

的运动微分方程. 在此基础上, 归结出的计算临界转

速问题是线性特征值问题, 比较方便地研究了微分对

接条件对临界转速的影响.

1　考虑代数对接条件下的临界转速

按照模态综合法 [2 ]把转子系统分成若干子结构,

在所选的模态集下, 取相应的模态坐标集{P i}, 由此

写出各子结构的动、势能和广义力, 并形式组装各子结

构的矩阵及模态坐标集. 由于每两个子结构间有联系,

整个转子系统的模态坐标集{P }不独立, 所以不能将

动、势能和广义力代入L agrange 方程. 根据子结构间

的代数对接条件, 可从{P }中选出独立的广义坐标

{q}, 得

{P } = [B ]{q} (1)

将式 (1) 代入系统的动、势能和广义力表达式, 再将它

们代入L agrange 方程, 得只考虑代数对接条件下轴

对称单转子系统的运动微分方程

[M ]{ qβ} - i 8 [G ] [ qα] + [K ] [q ] = {Q } (2)

式中[M ]、[G ]、[K ]、[Q ]和 i 分别是质量阵、回转阵、

刚度阵、广义力和虚数单位. 为求临界转速, 可令式

(2)中{q}= {q0}ei8 t, {Q }= {0}, 得

[K - 8 2 (M - G ) ]{q0} = 0 (3)

由式 (3)可求得考虑代数对接条件下, 轴对称单转子系

统的临界转速 8 j 及对应的主模态.

2　考虑代数和微分对接条件下的临界转速

首先, 把子结构的微分对接条件通过式 (1) 将其

用独立的广义坐标{q}表示. 对轴对称单转子系统, 其

可表示为

[M{ ]{ qβ} - i8 [Gϖ ]{qα} + [K{ ]{q} - {Qϖ} = 0 (4)

然后, 把微分对接条件 (方程 (4) ) 看作是二阶非

完整约束, 而把方程 (2) 看成是未考虑约束的运动微

分方程. 这样方程 (2) 和 (4) 所表述的系统就成为二阶

非完整约束系统. 据二阶非完整约束系统的 Rou th 型

方程[3 ] , 得

[M ]{qβ} - i8 [G ]{qα} + [K ]{q} = {Q } + [M{ ]T {Κ} (5)

方程 (5) 中{Κ}是不定乘子向量, 将方程 (4)、(5) 合并,

得

M 0

M{ 0

qβ

Κ
¨ - i8

G 0

Gϖ 0

qα

Κα
+

　
K - [ M{ ]T

K{ 0

q

Κ
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Q

Qϖ
(6)

方程 (6) 就是考虑全部 (包括代数和微分) 对接条件下

轴对称单转子系统的运动微分方程. 为求临界转速,

可令方程 (6)中

q

Κ
=

q0

Κ0
ei 8 t,

Q

Qϖ
= 0
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得

K - [ M{ ]T

K{ 0
- 8 2 M - G 0

M{ - Gϖ 0
õ

q0

Κ0
= 0 (7)

从式 (7) 可求得考虑代数和微分对接条件下轴对称单

转子系统的临界转速 8 j及对应的主模态.

3　 算　 例

图 1 所示是一单转子系统的分析模型. 轴长、圆

盘直径已标在图中. 其单位是 cm. 其它参数为: 轴直

径 d = 12. 7 cm , 圆盘厚度 h= 1. 27 cm , 弹性模量 E =

207 GPa, 轴质量密度 Θ= 5. 052×10- 4 kgöcm , 弹簧

A 、B 的刚度系数 kA y = kA Z = kB y = kB Z = 26. 25×104 N ö

cm , 3 个圆盘同性, 其质量、赤道转动惯量、极转动惯

量分别为: M = 0. 2439 kg, I T = 47. 62 kg·cm 2, I p =

95. 25 kg·cm 2. 用模态综合法分析图 1 所示转子系

统, 首先把该系统分成 9 个子结构: 轴段 1, 2, 3, 4; 圆

盘 a, b, c; 弹簧A 、B .

图 1　 单转子系统分析模型

对轴段, 我们选取了两种模态函数来表示其回转

形态. 第一种是经常使用的幂级数形式, 轴段的回转

形态为
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第二种是由刚体模态和简支梁模态组成的复合模

态, 它是根据分枝模态法[4 ]的基本思想提出来的. 轴

段的回转形态为
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按照前面的陈述, 可写出系统的质量阵、回转阵

和刚度阵. 子结构间的代数对接条件的若干类型如

下:

(1)轴与弹簧的联接 (图 2) 　 设弹簧的模态坐标

P
(A )
y = yA , P

(A )
z = zA , P

(B )
y = yB , P

(B )
z = zB. 刚度系数 k y

= k z = k , 则代数对接方程为

y j (0, t) = yA , 　 E j I j
52y j (x , t)

5x 2
x = 0

= 0,

E j I j
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图 2

图 3

图 4
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　　 (2) 轴段—圆盘—轴段位移的联接 (图 3) 　 设圆

盘的模态坐标集为{P y }= {y , Α}T , {P z }= {z , Β}T , 则

代数对接方程为

　　　y i ( l i, t) = y = y j (0, t)

　　　
5y i (x , t)

5x x = li

= Α=
5y i (x , t)

5x x = 0

z 方向的对接方程与上述 y 方向的完全类似, 只须将

y 改写为 z , Β改写为 Α即得.

(3)轴段—圆盘—轴段力的联接 (图 4)

　I T Αβ+ I p 8 Βα= E j I j
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式中, e 为圆盘的偏心矩.

从 (3) 式求得只考虑代数对接条件下系统的前五

阶临界转速, 如表 1 所示.

表 1

8 1 8 2 8 3 8 4 8 5

幂级数模态 465. 3 1307. 7 2963. 8 8526. 0 29123. 5

复合模态 476. 4 1351. 8 3344. 7 9398. 2 33221. 0

相对偏差 2. 40% 3. 40% 12. 9% 10. 2% 14. 1%

选用幂级数模态, 从 (7) 式求得考虑全部对接条

件下系统的前五阶临界转速, 如表 2 所示.

从表 1 可以看出, 在只考虑代数对接条件下, 分

别选用幂级数模态和复合模态所得前二阶临界转速相

差较小 (在 3. 4% 以内) , 后三阶临界转速相差较大,

偏差在 10. 2% 至 14. 1% 之间. 而且复合模态的结果

较幂级数模态的结果偏大.

表 2

8 1 8 2 8 3 8 4 8 5

代数对接条件 465. 3 1307. 7 2963. 8 8526. 0 29123. 5

全部对接条件 454. 5 1313. 4 2997. 1 8597. 2 29294. 4

相对偏差 2. 40% 0. 40% 1. 1% 0. 8% 0. 6%

从表 2 可以看出, 在选用幂级模态, 分别考虑代

数和全部对接条件下算得的临界转速相差不大 (在

2. 4% 以内). 计算中我们改变了弹性模量 E 的值, 所

得结果的相对偏差与上面的结果大体相同. 计算中我

们还发现基于分枝模态法的基本思想而选取的复合模

态集, 根本不能满足某些微分对接条件. 所以在这种

模态集下, 考虑全部对接条件的临界转速与考虑代数

对接条件的临界转速相差较大.

4　结　论

通过对线性单转子系统的实例计算表明, 在幂级

数模态集下, 分别考虑代数和全部对接条件下, 前五

阶临界转速相差在 2. 4% 之内. 这个差不超过一般工

程设计的实用范围. 因此计算临界转速时, 可只考虑

代数对接条件, 不必再考虑微分对接条件. 从而避免

用到较多的数学和力学知识, 减小推导和计算工作

量.
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