
Β - C 1
2P
Πa

Α Α
2a2 ( Α Ν2 + C 1

2P
Πa

Α

( Α + C (13)

由于无论 Ν取何值上式两边都应相等, 所以应有

aP
Πa2 ( = Β - C 1

2P
Πa

Α Α
2a2( Α (14 a)

2P (
Π lna - ln2 -

1
2

= C 1
2P
Πa

Α

( Α + C (14b)

联立求解式 (14a)、式 (14b) 得

a = aH 1 +
Α
2

C 1( Α- 1 2P
Π

Α- 1 1
a - Α (15 a)

∆ =
2
ΠP

1 - Λ2
1

E 1
ln

2R 1

a
+

1
2

-
1

2 (1 - Λ1) +

　1 - Λ2
2

E 2
ln

2R 2

a
+

1
2

-
1
2

(1 - Λ2) +

　C 1
2P
Πa

Α

( Α = ∆H + C 1
2P
Πa

Α

( Α (15 b)

式中, aH 为光滑圆柱体接触半宽

aH =
4R 1 R 2

R 1 + R 2

P
Π(

∆H 为两光滑圆柱体的接近量

∆H =
2
ΠP

1 - Λ2
1

E 1
ln

2R 1

a
+

1
2

-
1

2 (1 - Λ1) +

1 - Λ2
2

E 2
ln

2R 2

a
+

1
2

-
1
2

(1 - Λ2)

式 (15a)、式 (15b) 即考虑表面粗糙层影响的两

圆柱体的接触半宽与接近量.

3 　 结 　 论

应用粗糙体接触理论和弹性接触理论分析了两粗

糙圆柱体的接触问题, 得出了考虑表面粗糙层影响时

两圆柱体的接触面积与接近量的计算公式. 表面粗糙

层使圆柱体间的接触面积和接近量增大, 接触压力分

布趋于平缓.
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拉伸偏心裂纹板应力强度因子的简便表达式
王启智

(四川联合大学土木系, 成都 610065)

摘要　 本文给出拉伸偏心裂纹板应力强度因子的简便

表达式, 与 Isida 用复杂的罗朗 (L au ren t) 级数展开法得

到的准确数值解相比, 此表达式的误差不大于 6%.

关键词　断裂力学, 拉伸偏心裂纹板, 应力强度因子

拉伸偏心裂纹板 (图 1) 是一种常见的裂纹模型,

Isida 曾用复杂的罗朗级数展开法, 得到其应力强度因

子的准确数值解[1 ], 结果是用图表的形式给出, 不便使

用, 无量纲应力强度因子曲线图也被收入在常用的手

册中[2 ]. 要得此题准确的应力强度因子表达式是不可

能的. 因此, 我们寻求的近似表达式, 既形式简单, 精

度不差, 又不费功夫, 易懂会用, 才有利于工程上的推

广应用. 本文仍采用文 [3 ] 的推导方法, 只涉及最基

本的材料力学知识—截面法和应力强度因子的概念.

与文 [3 ] 略有不同的是, 除了力的平衡条件外, 还用

了力矩的平衡条件, 这两个条件正好可用来解出偏心

裂纹的两个应力强度因子.

对于图 1 所示的拉伸偏心裂纹板, 2a 是裂纹长

度, 2b 是板宽度, e 是裂纹偏心度. 沿两个裂尖外延裂

纹线 (A D、B E ) 上的应力场都可以分成奇异段和非奇

异段. 奇异段上的应力 Ρy 由应力强度因子控制

Ρy 1 =
CA õ K ∞

2Πr1

(0 Φ r1 Φ d 1) (1)
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图 1　拉伸偏心裂纹板

Ρy 2 =
CB õ K ∞

2Πr2

(0 Φ r2 Φ d 2) (2)

式中, CA 和CB 分别是裂尖A 和B 的无量纲应力强度

因子, K ∞= Ρ Πa , Ρ是远场拉伸应力, d 1 和 d 2 是奇

异段控制距离, 由文 [3 ] 的式 (5) 知

d 1 =
a

2C 2
A

, d 2 =
a

2C 2
B

(3)

假设非奇异段上的应力是[3 ]

Ρy 1 = C 2
A Ρ(d 1 Φ r1 Φ b - a - e) (4)

Ρy 2 = C 2
B Ρ(d 2 Φ r2 Φ b - a + e) (5)

式中, r1 和 r2 是沿 x 轴分别到裂尖A 和B 的距离.

如果沿裂纹线将板一分为二, 则力的平衡条件要

求

∫
d1

0

CA õ K ∞

2Πr1

dr1 + C 2
A Ρ(b - a - e - d 1) - 　

　∫
d2

0

CB õ K ∞

2Πr2

dr2 + C 2
B Ρ(b - a + e - d 2) = 2bΡ

(6)

将 (3) 式代入 (6) 式可得

C 2
A (b - a - e) + C 2

B (b - a + e) = 2b - a (7)

力矩的平衡条件要求

∫
d1

0

CA õ K ∞

2Πr1

( r1 + a + e) d r1 + C 2
A Ρ (b - a - e - d 1) õ

　
b + a + e + d 1

2
- ∫

d2

0

CB õ K ∞

2Πr2

( r2 + a - e) dr2 -

　C 2
B Ρ(b - a + e - d 2)

b + a - e + d 2

2
= 0 (8)

将 (3) 式代入 (8) 式可得

C 2
A [b2 - (a + e) 2 ] - C 2

B [b2 - (a - e) 2 ] + 2ae +

　
a2

12
1

C 2
A

-
1

C 2
B

= 0 (9)

(9) 式左端最后一项使解方程变得很复杂, 若完全

删去, 最大误差可达 13◊ 左右, 但在 aöb, eöb 较小时,

误差也不大. 注意此项大于 0, 且当 e→0 时也趋于 0,

故试以 ae 取代之, 发现最大误差降为 6◊ , 故采纳, 即

(9) 式改为

　C 2
A [b2 - (a + e) 2 ] - C 2

B [b2 - (a - e) 2 ] = - 3ae　 (10)

　　解方程式 (7) 和式 (10) 得

CA =
1 - 0. 5 (aöb) - eöb

1 - aöb - eöb
(11)

CB =
1 - 0. 5 (aöb) + eöb

1 - aöb + eöb
(12)

易知CA > 1, CB > 1, CA > CB , 这些都是合理的. 在

(11) 式中以- e 代替 e 就得 (12) 式. 当 e= 0 时, CA

= CB , 退化到中心裂纹板的情况, 与文 [3 ] 中 (7) 式

吻合. 在 0. 1Φ eöbΦ 0. 7, 0. 1Φ aöbΦ 0. 7 的范围内,

(11) 式与 Isida 的准确数值解比较的最大误差为 6◊

(发生在 eöb= 0. 7, aöb= 0. 1).

(11) 式和 (12) 式以及文 [ 3 ] 中的 (7) 式和

(14) 式都是对几种基本的有限域内的裂纹模型获得的

应力强度因子表达式, 它们的精度对工程应用的目的

是足够的. 这些简便的公式甚至具有一种对应性, 易于

比较记忆, 因而使用十分方便. 所采用的推导方法, 尽

管非常简单, 但对所讨论的这类问题却是奏效的.
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