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摘要　本文利用有限单元法, 在改进加载方法的前提

下, 详细计算了多种碟形弹簧的非线性特性曲线, 得到

了与精确解和实验值符合得非常好的精度很高的结

果.
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碟形弹簧是一种结构简单、尺寸紧凑、弹簧载荷2
变形特性曲线可任意设计、应用广泛的一种弹簧, 可以

认为是一个圆锥形的薄壳结构. 其主要尺寸有内径

D i, 外径D o, 锥高 H , 厚度 t. 一般在一端受载, 另一端

支于某一支承面上. 其主要结构和尺寸见图 1. 一般常

图 1
用范围为H öt= 1. 5～ 2. 5, m = D oöD i= 1～ 4.

碟形弹簧的计算一般人常采用传统近似计算法

A lm en2L aszlo 公式. 它是假定矩形剖面不变形, 而只是

绕某一点作刚性翻转而得到的. 碟形弹簧的精确解是

利用圆锥薄壳的一块微元之平衡, 建立微分方程并对

其进行数值积分而得出的. 这两种方法的详细推导和

计算参见文献[1 ]、[2 ].

应用有限单元法 (FEM ) 计算碟形弹簧, 虽已有人

算过[3, 4 ] , 但都不太理想. 有的非线性曲线计算不完全,

有的应力曲线未给出. 过去总认为用现有的非线性程

序不能计算出碟形弹簧的全部特性曲线[3 ]. 笔者在计

算之初亦总是报出“载荷步大于增量步”之错误, 使计

算亦如文[ 3 ]一样只能进行几小步. 后来, 我们改进了

加载方法, 使得对于各种碟形弹簧都能顺利计算出全

部载荷特性曲线, 不仅给出了完整的非线性载荷2位移

特性曲线图, 还给出了应力曲线, 得到了相当精确的结

果.

我们采用了两种单元进行计算. 其一是二维轴对

称单元, 其二是三维块单元. 由于结构和载荷都是轴对

称的 , 因而采用轴对称单元是显而易见的. 至于三

图 2

图 3

维单元, 主要是为了作结果对比. 每种单元又都作了多

种粗细不同的网格划分, 以寻求最佳网格剖分. 实际采

用的有限元计算网格如图 2 和图 3. 载荷条件为上表面

最内圈上的压力, 其合力为 P. 位移约束条件为下表面

竖直方向的位移约束. 而对碟形弹簧在径向的位移则

未作任何约束, 这一点有别于A 2L 公式中翻转中心的

假定, 较之更接近实际情况. 对三维单元还有 Η方向

的斜约束 (图中未画出).

计算采用通用非线性有限元程序AD INA 进行.

所有计算的二维、三维单元均采用非线性单元, 有限元

方程为完全的拉格朗日非线性方程, 而材料为线弹性

的弹簧钢. 由于几何形状很规则, 编制了网格自动生成

程序. 计算中只需输入内径D i、外径D o、厚度 t 和锥高

H (或锥角 Α) , 就能自动生成节点坐标、单元信息、载荷

条件、位移约束条件等全部数据, 自动记入数据文件并

直接进入有限元计算, 计算后亦能根据计算结果自动

绘出载荷2变形特性曲线和应力图等, 使得计算显得非

常方便、简捷、实用.

对于文 [ 2 ]中给出的精确解的几种碟簧 (外径

100, 内径 50, 厚 2, 锥高分别为 0. 8、2. 4、4. 0, 以上尺寸

单位为mm , E = 2. 06 105M Pa, Λ= 0. 3) , 用二维轴对
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称元计算的结果与A 2L 公式的计算结果、精确解三种

方法计算的压平点 (Κ= H )时的载荷值 P H (单位: N )

比较见表 1.

表 1

弹簧参数 精确解

FEM A 2L

计算值 误 差 计算值 误 差

D i= 50,D o = 100, t= 2, H = 2. 4 2339 2332 0. 3% 2504 7. 05%

D i= 50,D o = 100, t= 2, H = 4. 0 3854 3796 1. 5% 4173 8. 27%

D i= 45,D o = 100, t= 2, H = 2. 4 2244 2230 0. 62% 2378 6. 0%

D i= 55,D o = 100, t= 2, H = 4. 0 2474 2474 0. 0% 2672 8. 0%

D i= 50,D o = 100, t= 2, H = 0. 8 785 784 0. 13% 835 6. 37%

　　由表 1 可见, 有限元计算值与精确解的误差极小,

大多为百分之零点几, 最大者亦仅为 1. 5◊ , 而A 2L 公

式的计算值则普遍高于精确解, 其误差达 6◊ ～ 8◊ 以

上.

计算的碟簧四角点处 ( I、II、III、IV 点, 见图 1) 的

切向应力值与精确解和A 2L 公式的计算结果比较见

表 2.

从该表 2 亦可看出, 有限元计算的应力值与精确

解的误差远小于A 2L 公式的计算误差. 虽然在最大压

应力 ΡI 的结果中, 二者相差不大, 但 ΡI I、ΡI II、ΡIV 的计

算中, A 2L 公式的误差则已大到不能容许的程度, 而有

限元法则仍保持较小的误差. 对于表 2 中的第二种碟

簧, 输出的应力曲线见图 4.

图 4

三维单元的计算结果与二维轴对称单元基本相

似, 其误差略大于二维单元. 对上述的二种碟簧, 其计

算的压平点载荷值 P H 结果对比如表 3.

表 2

弹簧参数

计　算

方　法

ΡI ΡI I ΡI I I ΡIV

计算值 误差 计算值 误差 计算值 误差 计算值 误差

D i= 50,D o = 100 精确解 - 1269 468. 6 617. 3 - 109. 1

FEM - 1320 4% 472. 8 0. 89% 590. 2 4. 4% - 108. 2 0. 82%

H = 2. 4, t= 2. 0 A 2L - 1320 4% 404. 13% 719. 4 16. 5% - 142. 7 30. 8%

D i= 50,D o = 100 精确解 - 2549 335. 3 1310 103. 4

FEM - 2642 3. 6% 349. 4 4. 2% 1256 4. 1% 106. 1 2. 6%

H = 4. 0, t= 2. 0 A 2L - 2710 6. 3% 165. 50. 8% 1520 16% 82. 2 20. 5

表 3

弹　簧　参　数 精确解

二维单元 三维单元 A 2L 法

计算值 误差 计算值 误差 计算值 误差

D i= 50,D o = 100, t= 2, H = 2. 4 2339 2332 0. 3% 2418 3. 4% 2504 7. 05%

D i= 50,D o = 100, t= 2, H = 4. 0 3854 3796 1. 5% 3942 2. 3% 4173 8. 27%
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e均 =
13. 4 + 13 + 11. 9 + 10. 8 + 13. 5

5
= 12. 5 cm

所以桅杆初偏心率[1 ]

Ε=
M
N

õ A II

W x
= 12. 5 × 615

2. 48 × 104 = 0. 31

说明由加工引起的初偏心对应力有影响.

(3) 根据桅杆截面形式, 长细比, 偏心方向和偏心

率, 由钢结构设计规范 TJ 17274 查得桅杆在弯矩作用

平面内稳定系数 Υy = 0. 41, 于是桅杆 (桅杆材料为 16

M n 钢)稳定许用应力值为[1 ]

Ρy

K y
= Υy [Ρ] = 92. 6 M Pa

　　而在主变形作用面内, 桅杆最大受压纤维处的应

力[1 ]为

Ρ =
N
A

+
M x

W x
= - 89. 6 M Pa

则 Ρ< 92. 6M Pa, 说明桅杆是稳定安全的.

( 4) 桅杆截面在测试过程中出现平面外弯矩M y

和扇性正应力 ΡW , 主要原因可能与基础箱沉降不等有

关, 其数值不大, 可概括在桅杆的总安全度内.

(5) III2III 截面实测应力值与计算值相差较大桅

杆接近底座部分应力状态可能较复杂, 有待进一步测

试分析.
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现将计算结果与这实验值进行对比. 对文 [ 5 ]中

提供的A lm en 做的 5 种碟簧实验曲线中的第 5 种, 在

图 5 中补画了有限的计算值. 由图可见, 图中有限元

曲线与实验曲线非常接近, 几乎重合; 而A 2L 曲线则

明显高于实验曲线. 由此可见, 有限元计算结果不仅

与精确解符合很好, 与实验情况亦符合很好.

图 5　弱变化弹簧 P H = 562kg

(D i= 146, D 0= 285. 7, t= 4, H = 5. 9)

由上述计算结果可以看出, 在碟形弹簧的计算方

法中, 传统的A 2L 公式是一种近似计算法, 有一定的

误

差, 在要求不高时, 可以选用A 2L 公式计算. 文 [ 2 ]介

绍的精确解, 由于计算过程复杂, 在实际设计中采用的

很少. 而有限元法的计算结果不仅与精确解符合很

好, 而且与实验值也符合得很好, 具有很高的精度. 除

此之外, 再配以有限元网自动剖分与显示, 数据文件自

动形成, 载荷2变形曲线及应力曲线图的自动计算与显

示, 构成了碟簧的计算机辅助设计系统的完整的分析

计算部分. 使碟簧的设计准确、快速、简捷、方便.
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