
代入式 (15) 可导出单元刚度方程

[ k ] e{δ} e = { P} + { �P} + { F} + { �FM } (17)

其中 { P} 和 { �P} 分别为单元的体力和面力的等效

节点列向量 , { �FM } 为单元上点 M 的集中力 FM
i 的等

效节点力向量 , 其表达形式与按静力等效的前处理结

果完全相同

{ �FM } = [ N M ]T{ FM } (18)

4 　结 　论

(1) 虚功原理包含了更广泛意义的平衡. 仅有面

力和体力作用时 , 虚功方程等价于平衡方程和应力边

界条件 ; 当有集中力作用时 , 连续体虚功方程不等价

于通常的平衡方程和边界条件 , 而等价于式 (13) 和

式 (14) 表达的广义形式 .

(2) 在有限元计算中进行网格划分时 , 集中力作

用点可以是非节点 . 非节点集中力的等效节点力可以

从单元的虚功方程中自然得到 , 没有必要进行前处理.
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复杂细长压杆临界力计算的传递矩阵法

刘庆潭
(长沙铁道学院 数力系 , 长沙　410075)

摘要 　本文提出对复杂的细长压杆临界力计算的传递

矩阵法. 通过实例的计算 , 证明了本方法是一种精确

度高且简便易行的方法 , 适于工程技术人员在微机上

应用.

关键词 　变截面 , 传递矩阵 , 临界力 , 稳定性

1 　场矩阵

111 　等截面细长压杆

图 1 所示的等截面细长压杆 , 有如下的关系[ 1 ]

y

θ

M

Q

引起　 功的情

x = L

=

1 e2 - e3/ EI - e4/ EI

0 e1 - e2/ EI - e3/ EI

0 EIe0 e1 e2

0 0 0 1

p

·　

y

θ

M

Q 7其0

　　　　 (1)

其中 , e0 = ksin kx , e1 = cos kx , e2 = sin kx/ k , e3 = (1

- cos kx ) k2 , k4 = ( kx - sin kx) / k3 , k = P/ EI .

图 1

　　将式 (1) 写成矩阵形式为

Sx = L = U S0 (2)

式 (2) 中的 S0 为杆左端初始状态向量 , Sx = L 为杆右

端的末端状态向量 . 由式 (2) 可见 , 通过一个矩阵 U

就将杆左端的状态向量传到了右端 , 矩阵 U即为传递

矩阵 (场矩阵) . 对等截面细长压杆而言 , 传递矩阵 U

就是式 (1) 中的 4 ×4 阶的方阵 .

112 　变截面细长压杆

对于图 2 所示的直径沿轴线成线性变化的圆截面

压杆 , 设始端直径为 d0 , 末端直径为 dL , 令 k =

dL - d0

d0 L
, I0 =πd4

0/ 64 , 则场矩阵为[2 ]
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U =

1 U12 U13 U14

0 U22 U23 U24

0 U32 U33 U34

0 0 0 1

Mi (3)

图 2

其中

U12 =
sinξ0 cosξ- cosξ0 sinξ

kξ

U13 =
sinξ
kξ·

μ+ cosξ0 ( ksinξ0 - μcosξ0)

EI0 μ2 sinξ0
-

　　cosξ
kξ·

ksinξ0 - μcosξ0

EI0μ
2 -

1
EI0 μ

2

U14 =
sinξ0 cosξ- cosξ0 sinξ

EI0μ
2 kξ

-
x

EI0μ
2

U22 =
sinξ0

μ ( kcosξ+ kξsinξ) -

　　
cosξ0

μ ( ksinξ- kξcosξ)

U23 =
μ+ cosξ0 ( ksinξ0 - μcosξ0)

EI0μ
3sinξ0

·

　　 ( ksinξ- kξcosξ) -

　　
( ksinξ0 - μcosξ0)

EI0μ3 ( kcosξ+ kξsinξ)

U24 =
sinξ0

EI0μ
3 ( kcosξ+ kξsinξ) -

　　
cosξ0

EI0μ
3 ( ksinξ- kξcosξ) -

1
EI0μ

2

U32 =
EI0μ

2

kξ
(cosξsinξ0 - sinξcosξ0)

U33 =
μ+ cosξ0 ( ksinξ0 - μcosξ0)

kξsinξ0
sinξ-

　　
ksinξ0 - μcosξ0

kξ cosξ

U34 =
sinξ0cosξ- cosξ0sinξ

kξ , μ2 =
P

EI0

ξ=μ (1 + kx) - 1 / k , 　ξ0 =μ/ k

对于边长成线性变化的正方形截面压杆 , 其始端

边长为 a0 , 末端边长为 aL , 其场矩阵有和式 (3) 完全

相同的形式 , 只不过这时的 k =
aL - a0

a0 L
, I0 = a4

0/ 12.

2 　点矩阵

在图 3 (a) 所示的弹性支座处 , 左右侧的状态向

量传递关系为[ 3 ]

y

θ

M

Q 义平　和 广义

R

j

=

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

Kj 0 0 1

x0

j

y

θ

M

Q i

, 则单

L

j

(4)

图 3

将式 (4) 写成矩阵形式为

SR
j = �U j SL

j (5)

由式 (5) 可见 , 通过矩阵 �U j 可将 j 处左侧的状态向

量传至右侧 , 矩阵 �U j 称为点矩阵.

在图 3 (b) 所示的中间支座处 , 反映该处左右侧

状态向量传递关系的点矩阵为[ 3 ]

�U j =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

KQy KQθ KQM 1 + KQQ

n2

i

(6)

　　在图 3 (c) 所示的中间铰处 , 反映该处左右侧状

态向量传递关系的点矩阵为[ 3 ]

�U j =

1 0 0 0

Kθy Kθθ + 1 KθM KθQ

0 0 1 0

0 0 0 1

(7)

其中 , KQi = - Usi / UsQ , Kθi = - Usi / Usθ ( i = y , θ,

M , Q) , s 是下一个边界条件中某个为零的状态变

量 , Usi是 U j + 1中的元素 .

3 　细长压杆临界力计算的传递矩阵法求解

如整个杆被分成 n 段 , 则有

Sn = Un Un - 1 ⋯�U j ⋯U2 U1 S0 = U S0 (8)
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式 (8) 的 U为总体传递矩阵 . 注意到杆的左端状态变

量总有两个是未知的 , 设为 S 0 m和 S 0 n , 杆的右端总有

两个状态变量为零 , 设为 S k 和 S j , 则由式 (8) 总可

得到两个含有 S 0 m和 S0 n的方程. 对于没有中间约束

的杆有

Ukm S0 m + UknS0 n = 0

U jmS 0 m + U jnS 0 n = 0 　　　　 　　 　　　　　 　　 　　　　　 　　　 　　 　　　　　 　　　 　　 　 　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　 　 　 　　　 　　 纶繮 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　3 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 k 　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　　　 　　　　　　 　　　 　　　　 　　 U　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　

　　 　　　 　　　 　　　
k　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　 　　 　 　　 录繮 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　 　　 瞒繮 　　　　 　　　　　 　　　 　 　　 　　
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Pcr =
91808 EI2

L 2 , 文 [4 ] 算得 Pcr =
9181 EI2

L 2 , 两者完

全吻合 .

对于承受均布轴向压力的杆件 , 可将杆分成若干

段 , 每段均承受由均布轴向力换算而成的集中力作

用 , 同样可求出整根压杆的临界力 .
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单自由度线性系统自由振动的 Taylor 级数法

任革学 　程建纲
(清华大学工程力学系 , 北京　100084)

摘要 　本文从单自由度线性系统的运动方程及初始条

件出发 , 用递推的方式导出初始时刻解的各阶导数 ,

并由 Taylor 级数直接得到系统自由振动的通解表达

式.

关键词 　单自由度线性系统 , 自由振动 , Taylor 级数

首先考虑无阻尼单自由度系统的自由振动 , 其数

学提法是求解方程

mẍ + kx = 0 (1)

满足初始条件

x (0) = x0 (2a)

Ûx (0) = Ûx 0 (2b)

的解. 振动教科书上的一般解法是 : 假设形如 x = eλt

的解代入运动方程 (1) , 从得到的特征方程可解得两

个基本解 , 进而构造通解 , 并由初始条件确定通解中

的两个常数得到最终解答

x ( t) = x0cos pt +
Ûx 0

p
sin pt (3)

式中 , p = k/ m为圆频率 .

上述方法是常微分方程理论中的的基本做法. 文

献 [1 ] 在阐述给定初始条件 (2a) 和 (2b) 后 , 就

可以确定初值问题时 , 采用了 Taylor 级数展开的方

法. 实际上借用文献 [ 1 ] 的想法 , 单自由度系统初

值问题的解可以解析地得到. 下面给出仅用 Taylor 展

开的概念就可以导出初值问题解的求解方法.

根据圆频率 p 的定义方程 (1) 可以改写成下面

的形式

ẍ + p2 x = 0 (4)

设 n 是任意自然数 , 则将方程 (4) 对时间 t 求 n 阶

导数得

x ( n +2) = - p2 x ( n) 　　( n = 0 , 1 , 2 , ⋯) 　 (5)

(5) 式中 n = 0 对应的就是原方程 (4) . 由递推公式

(5) 立即得初始时刻的各阶导数

n = 2 k 为偶数 　　　x
(2 k)
0 = ( - 1) k p2 k x0

　 ( k = 0 , 1 , 2 , ⋯) 　 (6a)

n = 2 k + 1 为奇数 　 x
(2 k + 1)
0 = ( - 1) k p2 kÛx 0

( k = 0 , 1 , 2 , ⋯) 　 (6b)

初值问题的解可以用其在初始时刻的 Taylor 级数展开

为

x ( t) = ∑
∞

n = 0

x ( n)
0

tn

n !
=

x0 - x0 p2 t2

2 !
+ ⋯+ ( - 1) k x0 p2 k t2 k

(2 k) !
+ ⋯0

=

+

Ûx 0 t - Ûx 0 p2 t3

3 !
+ ⋯+ ( - 1) kÛx 0 p2 k t2 k + 1

(2 k + 1) !
+ 　　 　　　 /1

= x0 cos ( pt) +
Ûx 0

p
sin ( pt) (7)

由数学分析中的知识 , 方程式 (7) 中所出现的级数

的收敛半径为无穷大 . 方程 (7) 恰好是所要求初值

问题的解答.
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