
上述理论分析表明 , 非线性粘弹性梁在周期变化

的随动载荷作用下 , 发生混沌运动前经历了无数次次

谐分叉 . 此时其运动相当于一个参数激励下的非线性

振动 , 即使不考虑外部阻尼的影响 ( R = 0 ) , 仍然有

可能发生混沌运动. 这进一步提示我们 , 在某些情形

下 , 对结构仅做强度、刚度或稳定性分析是不够的 , 还

必须进行混沌运动的分析 , 否则相应的数值计算或实

验研究也许是毫无意义的.
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Abstract 　In the paper the nonlinear dynamic equation of

a beam under a follower force is derived , with the vis2
coelastic effects taken into account . The Melnikov func2
tion method is used to give the critical condition for chaot2
ic motion. A demonstrative example is discussed through

the Poincare mapping , phase portrait and time history.

Finally the path to chaotic motion is also discussed.
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非线性动力学方程的精细积分算法
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摘要 　介绍用精细积分法求解动力学问题的原则和方

法 , 通过实例证明用这种方法求非线性问题数值解的

有效性 .
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1 　引 　言

工程实际中结构动力学问题往往可以在拉格朗日

体系下描述为

Mq̈ + GÛq + kq = r ( t , q , Ûq) (1)

一般采用数值方法求解. 近年来在哈密顿体系下描述

和求解动力学问题受到了重视[ 1 ,2 ] . 哈密顿体系以广

义位移 q 和广义动量 p 二类变量构成全状态向量作为

基本未知量 , 可解决拉格朗日体系下不易处理的问

题 ,例如使微分方程组最大限度地解耦、在数值计算中

保持系统能量守恒[ 2 ]等. 精细积分[ 1 ]法是求解该体系

下系统微分方程数值解的有效方法.

2 　精细积分算法

在哈密顿体系下 , 根据哈密顿正则方程[ 3 ]得到方

程 (1)的等价形式

ÛV =
q

p 　

～
·

= H ( V) V + f ( t) (2)

令

H ( V) = H0 + H1 ( V)

42 力 　学 　与 　实 　践 　　　　　　　　　　　1998 年 第 20 卷

© 1994-2006 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



方程 (2)化为

ÛV = H0 V + [ H1 ( V) ·V + f ( t) ] (3)

其中 H0 为常数矩阵 , 非线性项作为非齐项处理. 在区

间 ( tk , tk +1) 内令

F = H1 V + f ( t) ≈ r0 + r1 ( t - tk) (4)

则

Vk = T ×[ Vk + H - 1
0 ( r0 + H - 1

0 r1) ] -

H - 1
0 ( r0 + H - 1

0 r1 + r1τ) (5)

其中

T = exp( H0 ·τ)

令

Δt = τ/ 2 N 　　( N 为正整数)

取

I + Tα = I + H0Δt + ( H0 ·Δt) 2 ×

　　[ I + ( H0 ·Δt) / 3 + ( H0Δt) 2/ 12 ]/ 2

表示对 exp ( H0 ·Δt) 进行泰勒展开的前五项 , 则

　　　　 T = [exp( H0 ·Δt) ]2
N

= ( I + Tα) 2
( N - 1)

×

　　( I + Tα) 2
( N - 1)

这样的分解一直作 N 次 , 得到 T 的值. 该过程求 T

误差很小 ,所以式 (5)称为“精细积分”.

用精细积分法求解非线性方程的关键是式 (4) 的

线性化处理 , 可采用两种方法 :

(i) 显式方法 　直接用点斜式方程 , 此时有

r0 = F ( Vk , tk) , 　　 r1 = F′( Vk , tk)

用该方法时 (5)式可写成

V k +1 = g ( V k , tk) (6)

由式 (6)可直接算出 Vk +1 的值.

(ii) 隐式方法 　在点斜式方程中 , 用 tk , tk +1 两点

函数值计算 F ( t) 的导数

r1 =
F ( Vk + 1 , tk + 1) - F ( Vk , tk)

τ

此时式 (5)可写为

V k +1 = �g ( V k , V k +1 , tk , tk +1) (7)

对式 (7)可用预报 - 校正法[ 4 ]求解 , 即

预报 　 �V k +1 = g ( V k , tk)

校正 　 V k +1 = �g ( V k , �V k +1 , tk , tk +1)

3 　计算实例

研究中空筒内含一弹簧质量系统的复合摆的运动

规律 (图 1) .

图 1

　　广义位移
x (快变小变形)

θ (慢变大位移)
+

　　 　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　　

pθ式中 , I =
1
3

ML 2 , J = m ( x0 +
m g
k

+ x) 2

根据哈密顿正则方程 , 写出系统运动方程为

x

px

θ

pθ 　　 =

～
·

=

px

m

m ( x0 +
m g
k

+ x)

( I + J) 2 p2
θ - kx + m gcosθ

1
I + J

pθ

-
ML
2

+ m ( x0 +
m g
k

+ x3
=4

　
gsinθ

令式中 sinθ≈θ -
θ3

6
, 并在系数阵 H0 中引入近似

I + J ≈ I + m x0 +
m g
k

3
2

得到形如方程 (3) 的常系数非齐次方程. 此例中

( V ) 4×1 = ( x pxθpθ) T
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( H0) 4×4 =

0
1
m

0

- k 0 0

0 0 0

0 0 -
ML
　 + m x0 +

mg
k

=

H

1

V

g

t　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　 ×[

( F) 4×1 = (0
m ( x0 +

m g
k

+ x)

( I + J) 2 p2
θ + m gcosθ　 　　 　　　　 　　　　　　　　 　　　　　　 　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　

整数

　　

T

用精细积分法求解 , 取 N = 10 .

取初值 x0 = 0. 1 m , θ0 = π/ 6 , px (0) = 0 ,

pθ(0) = 0 时 , 用显式方法 , 取积分步长τ = 0. 01 s ,

得到结果见图 2 ; 用隐式方法 , 取积分步长τ = 0 . 02

s , 得到结果见图 3 .

图 2

4 　结 　论

精细积分算法的主要工作是进行矩阵乘法 , 这在

计算机上很容易实现. 用隐式方法求解要比用显式方

法稳定性好. 计算实例表明 , 精细积分法求非线性方

程数值解是有效的 .

图 3

参 　考 　文 　献

1 钟万勰. 结构动力方程的精细时程积分法. 大连理工大学学

报 , 1994 , 34 (2) : 131～135

2 冯康 , 秦孟兆. Hamilton 动力体系的 Hamilton 算法. 自然

科学进展 ,1994 , 1 (2)

3 黄昭度等. 分析力学. 北京 : 清华大学出版社 , 1985 . 199～

203

4 徐萃薇. 计算方法引论. 北京 : 高等教育出版社 , 1985 . 225

～227

AN ACCURATE INTEGRATION

METHOD FOR SOL VING

NONL INEAR DYNAMICS

PROBL EMS

ZHAO Qiuling
(Beijing Institute of Machinery Industry ,

Beijing 100085 , China)

Abstract 　The Accurate Integration Method for solving

nonlinear dynamics problems is introduced. An example of

numerical solution of a nonlinear problem proves that this

method is valid.

Key words 　structure dynamics , Hamilton system , accu2
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temporal state of stress and strain and their evolution pro2
cess is analyzed experimentally , the characteristics of its

force and deformation are obtained , which may serve a

foundation for its plastic analysis.

Key words 　heated pushing curved tubes , force and de2
formation
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