
表1　应力实测值与计算结果比较

测 座 标　 (cm ) 测试应力 计算应力

点 x y z (M Pa) (M Pa)

4# - 48. 0 60 832. 5 762. 1 802. 3

5# 227. 5 160 61. 5 783. 5 735. 2

6# 76. 0 155 54. 0 886. 3 832. 3

7# 54. 0 155 64. 5 22100. 1 22013. 1

8# 27. 5 155 93. 0 21236. 1 21146. 3

9# 275. 0 155 11. 3 1030. 0 1120. 9

最大主应力的测试采用3片直角方法. 由测得的3

个应变 E 1, E 2, E 3计算出最大主应力及最大主应力方

向. 从表中可知, 测试结果与计算结果误差小于10◊ .

4　 结　 论

(1) 从应力和位移计算结果与最大主应力测试结

果的比较表明, 该课题力学模型正确合理, 外载荷转

化为节点力处理准确. 计算结果具有实用价值.

(2) 从图6 (a)、(b)、(c)中可以看出, 在开口处存在

应力集中.

(3) 从图6 (e)、(f) 中看出, 顶部变形最大, 最大变

形为0. 0148 cm , 满足刚度设计要求.

(4) 在2种工况下, 应力分布及静变形均满足设计

要求, 应力分布图中所显示的应力集中部分, 是设计

中应注意的部位, 为结构设计提供依据.
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阶梯式变厚度旋转轮盘的应力解析解

王燮山
(华北电力大学, 北京　102206)

摘要　本文应用广义函数导出阶梯式变厚度旋转轮盘

的位移微分方程, 用W 运算符来表述和求解轮盘的位

移和应力, 并将此法应用于计算汽轮机轮盘的应力.

关键词　阶梯式轮盘, 旋转, 应力, 解析解

轮盘是机械中常见的零件. 为减小离心力、减轻

重量和节约材料, 在高速旋转的机械中, 通常将轮盘

的厚度设计成随半径呈阶梯式变化. 例如汽轮机、燃气

轮机中所采用的实际轮盘常常是由若干厚度各不相同

的等厚度轮段组成.

由于旋转轮盘的基本微分方程属非线性常微分方

程, 因此分段求解是极其繁冗的, 在汽轮机设计中通常

采用二次查表解法近似计算[1 ].

本文通过变换将阶梯式变厚度旋转轮盘的基本微

分方程化为以参变量表示的线性常微分方程, 然后用

初参数和W 运算符来表述和求解该微分方程, 不论

轮盘划分为若干段, 仅需求解2个初参数即可获得定

解, 大大简化了轮盘内任意点的位移和应力的表达及

计算.

1　 微分方程

　　图1为由 n 个等厚度轮段组成的轮盘, 各轮段的

厚度分别为 h i ( i= 1, 2, ⋯, n) , 轮段衔接处的半径分别

为 r i ( i= 1, 2, ⋯, n- 1) , 轮盘的内径为 r0, 外径为 rn.

轮盘的密度为 Θ, 弹性模数为 E , 泊松比为 Λ, 旋转角

速度为 Ξ.

变厚度圆盘以角速度 Ξ 旋转时的平衡方程为[2 ]

d
dr

[h (r) rΡr ] - h (r) ΡΗ + h (r) Θr2Ξ2 = 0 (1)

式中, Ρr 为径向应力, ΡΗ为环向应力, h (r) 为圆盘厚

度变化函数.
02 力学与实践



图1

对于轴对称问题, Ρr、ΡΗ与径向位移 u 存在如下关

系

Ρr =
E

1 - Λ2
du
dr

+ Λ u
r

ΡΗ =
E

1 - Λ2
u
r

+ Λ du
dr

　
(2)

将式 (2)代入 (1) , 整理后得

d2u
dr2 +

1
r

du
dr

-
u
r2 +

du
dr

+ Λ u
r

1
h (r)

dh (r)
dr

=

-
1 - Λ2

E
ΘrΞ2　 (3)

引入参变量 t, 并令 r= et, 或 t= ln r, 则微分方程

(3)可变为

d2u
d t2 - u +

du
d t

+ Λu
r

h (r)
dh (r)

dr
=

-
1 - Λ2

E
Θe3tΞ2　 (4)

对于图1所示的阶梯式变厚度轮盘, 厚度 h ( r) 可

表为如下阶跃函数

h (r) = 6
n

i= 1

h i (〈r - r i- 1〉°- 〈r - r i〉。) (5)

式中, 单位阶跃函数的定义为

〈r - r i〉°=
0, 　r < r i

1, r Ε r i　

将式 (5)代入方程后, 得

d2u
d t2 - u +

du
d t

+ Λu r 6
n

i= 1

1
h i

〈r - r i- 1〉°-

〈r - r i〉° - h1∆(r - r1) +

6
n

i= 2

h i [∆(r - r i- 1) - ∆(r - r i) ] =

-
1 - Λ2

E
ΘΞ2 e3t (6)

由于 ∆函数具有以下性质[3 ]

∆(x - x i) f (x ) = ∆(x - x i) f (x i) (7)

将式 (7)代入式 (6) , 若将位移函数表为

u = 6
n

i= 1

u i ( t - t i- 1) (〈t - t i- 1〉°- 〈t - ti〉°)

则在满足下列条件下

h i
d
d t

u i ( t - ti- 1) + Λu i ( t - t i- 1)
t= ti

=

h i+ 1
d
d t

u i+ 1 ( t - t i) + Λu i+ 1 ( t - ti)
t= ti

i= 1, 2, ⋯, n- 1　　　 (8)

微分方程 (6)可简化为

d2u
d t2 - u = -

1 - Λ2

E
ΘΞ2 e3t (9)

由式 (2) 可以看出, 条件 (8) 的力学意义为: 轮盘

各阶梯衔接处的径向应力 Ρr 将产生突变, 突变值的比

率为
h i

h{ i+ 1
.

此外, 在轮盘各阶梯衔接处还应满足径向位移连

续的条件, 即

[u i ( t - t i- 1) ] t= ti
= [u i+ 1 ( t - t i) ] t= ti

i = 1, 2, ⋯, n - 1
(10)

于是, 求解微分方程 (6) 就归结为求解满足条件

( 8)、(10) 下的微分方程 (9) , 此即为阶梯式变厚度旋

转轮盘的位移的基本微分方程.

2　 位移和应力

2. 1　位移表达式
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满足条件 (8)、(10)的微分方程 (9)的通解为

u = u06
n

i= 1

(〈t - ti- 1〉°- 〈t - ti〉°)W (i- 1) õ

ch ( t - t0) + u′06
n

i= 1

(〈t - t i- 1〉°- 〈t - ti〉°) õ

W (i- 1) sh ( t - t0) -
A
8 6

n

i= 1

(〈t - ti- 1〉°-

〈t - ti〉°) W (i- 1) e3t + 6
n

i= 2

〈t - ti- 1〉°-

〈t - ti- 1〉°W i- 1e3t + ⋯ + 〈t - tn- i〉°) e3t 　(11)

式中, u0, u′0分别为 t= t0= ln r0处的径向位移和径向

位移变化率; A =
1- Λ2

E
ΘΞ2; W 表示按下列规则运算

之算符

W

ch ( t - t i- 1)

sh ( t - t i- 1)

e3t

=

ch ( ti - ti- 1)

sh ( ti - ti- 1)

0

h i

h i+ 1
sh ( ti - ti- 1) + Λ h i

h i+ 1
- 1 ch ( ti - ti- 1)

h i

h i+ 1
ch ( ti - ti- 1) + Λ h i

h i+ 1
- 1 sh ( ti - ti- 1)

(3 + Λ) h i

h i+ 1
- 1 e3ti

ch ( t - ti)

sh ( t - ti)
　, 　　i = 1, 2, ⋯, n　　　　　 (12)

W 运算符右上角括号内的量表示该运算的次数[4 ], 例

如W
(i- 1) = W W

(i- 2) , 但W
(0) = 1, W

(1) = W .

将式 (11)对 t 求导, 可得 u 关于 t 的变化率

du
d t

= u06
n

i= 1

(〈t - t i- 1〉ü- 〈t - t i〉°) õ

W (i- 1) ch ( t - t0) ′+ u′06
n

i= 1

〈t - t i- 1〉°-

〈t - t i- 1〉°) W (i- 1) sh ( t - t0) ′-

A
8 6

n

i= 1

〈t - t i- 1〉°- 〈t - ti〉°õ

W (i- 1) e3t ′+ 6
n

i= 2

〈t - ti〉°- 〈t - ti- 1〉°õ

W (i- 2) e3t ′+ ⋯ + 〈t - tni- 1〉°(e3t)′ (13)

2. 2　应力表达式

将式 (11)、(13)代入式 (2) , 即可得阶梯式旋转轮

盘的径向和环向 应力的表达式

Ρr =
E

(1 - Λ2) r
du
d t

+ Λu

ΡΗ =
E

(1 - Λ2) r
u + Λ du

d t
　

(14)

在求得 Ρr 后, 可按下式计算 ΡΗ:

ΡΗ =
E
r

u + ΛΡr (15)

3　 算例
图2所示为国产200 MW 汽轮机中压缸转子的轮

盘. 轮盘由两个轮段组成 (即 n = 2) , r0 = 5 cm , r1 =

24. 75 cm , r2= 45. 7 cm , 厚度 h1= 18. 75 cm , h2= 8. 6

cm. 已知轮盘内径处的径向压力为0, 外径处由叶片及

轮缘部分产生的离心力 p = 31. 9 M Pa. 汽轮机转子的

转速为3000 rpm , 轮盘材料的 E = 212 GPa, Λ= 0. 3.

密度 Θ= 7. 85×103 kgöm 3, 求轮盘的应力.

图2

本问题的参数 t0 = ln r0 = 1. 6094, t1 = ln r1 =

3. 2088, t2= 3. 8221. 已知问题的边界条件为:

(1) t= t0处, Ρr0 = 0, 将此条件代入式 (14) 的第1

式, 得下列方程

0. 3u0 + u′0 = 0. 1729 × 10- 6 ( a)

(2) t= t2处, Ρr2 = p = 31. 9 M Pa, 将此条件代入

式 (14)的第1式, 整理后得下列方程

11. 0632u0 + 11. 3717u′0 = 229. 6193 × 10- 6 ( b)

联立求解方程 (a)、(b) , 得 u0= 29. 7520×10- 6 m ,

u′0= - 8. 7527×10- 6 m.

将 u0、u′0回代入式 (14)、(15) 即可得本题轮盘内

各点之应力 Ρr、ΡΗ, 见表1. 为便于比较, 表中列出了按

二次计算法近似计算所得应力值[1 ].
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表1　 轮盘的应力值 (M Pa)

位置 r (cm ) 5 15 24. 75 30 45. 7

本文解 Ρr 0 49. 38 41. 56 90. 61 76. 59 31. 90

ΡΗ 125. 93 67. 06 55. 27 69. 98 69. 23 52. 47

二次近似 Ρr 0 49. 5 41. 4 90. 2 76. 3 31. 9

解[1 ] ΡΗ 126. 2 66. 6 55. 0 69. 7 68. 9 52. 2
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工字形截面剪应力计算探讨

黄炳生
(南京建筑工程学院, 南京　210009)

摘要　对工字形截面上最大剪应力精确公式进行简化

分析, 提出了剪应力近似公式, 该公式计算方便, 精度

较好, 实用性强.

关键词　剪应力, 工字形截面, 近似公式

双轴对称工字形截面是钢结构中最常用的截面形

式之一. 在弯矩和剪力共同作用下, 截面上最大剪应

力 Σm ax 发生在腹板中部. 根据材料力学, 精确计算公

式为

Σm ax =
V S m ax

I x tΞ
(1)

此式需计算截面面积矩 S m ax 和惯性矩 I x , 而S m ax、I x

的计算较繁琐, 同时 S m ax、I x 与截面各部分尺寸之间

不是简单的线性关系, 结构设计中不便于根据剪力选

择截面尺寸. 因此钢结构中, 在初选腹板尺寸时采用

近似公式, 有时工程上为计算方便, 截面验算时也用

近似公式. 但各教材计算式不一致, 归纳起来有3种

Σm ax =
V
A Ξ

(2)

Σm ax = 1. 2
V
A Ξ

(3)

和 Σm ax = 1. 5
V
A Ξ

(4)

式中A Ξ 为腹板面积.

　　式 (2) 用腹板承受剪力的平均剪应力代替截面上

最大剪应力; 式 (4) 假定忽略翼缘抗剪作用, 剪力全

部由腹板承受, 根据矩形截面的最大剪应力为平均剪

应力的1. 5倍而得到. 显然式 (3) 值介于式 (2) 和式 (4)

之间. 事实上, 翼缘也承担部分剪力, 用哪个计算式

较合适, 精确度较好呢?

如图1所示工字形截面其惯性矩 I x 和面积矩 S m ax

为

I x =
12

tΞh3
0 +

1
12

bt3 + 2bt
h0 + t

2

2

•

1
12

tΞh3
0 +

1
2

bth2
0

图1
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