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摘要　本文对力学和结构分析的教学中, 常涉及到力

和应力的旋转变换等内容, 提出新的教学思路.
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力矢作为向量, 遵循数学上向量的旋转变换规

律[1 ] , 三维空间或二维平面中点的应力状态均构成二

阶对称张量, 张量的旋转变换也遵循一定的数学规

律, 这种数学规律也是可以借助向量的旋转变换知识

予以剖析的[2 ]. 关键在于如何将学生学过的基础知识

连贯起来, 根据力学模型特点, 建立相应的数学模型

并弄清二者的内在联系, 以直接引用数学结论, 达到

顺水推舟事半功倍的效果.

斜杆和曲杆上的内力分析

对于图1、图2所示的斜杆和曲杆 (如拱)的内

力计算问题,教材的处理是根据力的投影关系进

行计算, 较为繁琐, 导出的结果也不易记忆, 练习时

学生常常弄错. 其实这类问题可由向量的旋转变换直

接得到结果. 为此, 首先回顾平面内向量的直角坐标

旋转变换式

{ x′} =
x′

y′
=

co sΑ sinΑ
- sinΑ co sΑ

x

y
=

[T ]{x }　　　　　　 (1)

这里{x′}= [x′y′]T , {x}= [x y ]T 分别为某点在新、旧

直角坐标系中的坐标向量, Α为新系对于旧系的旋转
角, [T ]即为旋转变换矩阵. 在此基础上, 分析图1所

示三铰刚架A B C 的A 支座, 反力 (外力)H A、V A 构成

合力矢 R A , 即{R A } = [H A V A ]T. 如求该截面内力

N A B、Q A B , 亦可将其看成是隔离体A B 段 A 端的外

力, 构成合力矢R′A , 即{R′A }= [N A B Q A B ], 这二个合

力矢,其实均代表隔离体的A 端外力, 只不过我们是

从不同的截面方位观察所得到的不同表现形式而已.

建立起坐标系的概念, 实际上是在两个相对旋转的坐

标系中考虑同一个力矢, 该力矢当然满足坐标系旋转

的向量变换规律. 这样, 求截面A 的内力N A B和Q AB ,

只要分别建立图示的两个直角坐标系, 其中新坐标系

A x′y′(未知力沿其轴向)相对于旧坐标系A xy (已知力

图1　 斜杆上的内力计算

图2　 拱的内力计算
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沿其轴向)的转角即为杆轴倾角 Α,便可根据向量的旋

转变换公式 (1)直接求出

{R′A } = [T ]{R A } (2)

亦即

N A B

Q A B

=
co sΑ sinΑ

- sinΑ co sΑ

H A

V A

= 　　

co sΑ sinΑ

- sinΑ co sΑ

H A

Q 0
A B

(3)

上式中Q 0
A B = V A 为相应简支梁截面A 的剪力. 对于

A B 杆B 截面的内力N BA、Q BA的求法, 仍可设置相应

的坐标系B xy、B x′y′如图1所示, 且主矢 R B 在旧坐标

系B xy 中的二个分量极易看出

H B = H A

Q 0
BA = V A - P 1 = Q 0

A B - P 1

(4)

仍由向量的旋转变换式 (1) , 直接得到

{R′B } = [T ]{R B } (5)

亦即

N BA

Q BA

=
co sΑ sinΑ

- sinΑ co sΑ

H B

Q 0
A B

(6)

其它截面的内力计算可如法进行, 不再赘述. 将 (3)或

(6)式展开, 便与教材所导出的公式完全一致,但这里

推导过程简单, 原理明确, 极其易懂, 的确起到事半

功倍的效果. 至于曲杆的内力计算, 如求图2所示拱

的任一截面 k 的轴力和剪力, 可同样依 (3)式或 (6)式

进行, 只需将式中 Α角换成 k 截面拱轴切线倾角 Υk 即

可.

2　应力分量的旋转变换

为简单起见, 本文仅讨论平面问题的应力分析,

其过程和结论不难推广到三维情形.

设弹性体A 点的应力分量 Ρx , Ρy, Σyx = Σxy为已知,

坐标系O xy 旋转 Α角后生成新坐标系O x′y′, 求该点

在新系中的应力分量 Ρ′x , Ρ′y , Σy x′= Σ′x y. 为此, 取斜截

面BC 的法线与 x′轴同向如图3所示, 该斜截面上的

应力向量定义为 p x′,其沿旧坐标轴 x, y 方向上的分

量为 p xx′, p yx′,即

p x′= {p x′} = [p x x′p y x′]T (7)

图3　 斜截面上的应力

且这二个分量可由图示微元体A B C 的平衡条件求

出, 如由6 F x = 0即可得到 (过程从略)

p x x′= Ρx co sΑ+ Σy x sinΑ= {p x }T {e1} (8)

式中 p x 为旧坐标系 x 面上的应力向量

p x = {p x } = [Ρx　Σy x ]T (9)

{e1}为 x′轴关于旧坐标轴的方向余弦

{e1} = [co sΑsinΑ]T (10)

同理, 由平衡条件6 F y = 0 可求得

p y x′= Σx y co sΑ+ Ρy sinΑ= {p y }T {e1} (11)

这里 p y 为旧坐标系 y 面上的应力向量

p y = {p y } = [Σx y Ρy ]T (12)

05 力学与实践
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由 (8)、(11)式, 即可将斜截面B C (即 x′面)上的应力

向量{p x′}写成

{ p x′} =
p x x′

p y x′
= 　　　

Ρx 　Σy x

Σx y　Ρy

co sΑ
sinΑ

=

[Ρ ]{ e1}　　　 (13)

上式中 [ Ρ]即为平面问题的应力张量矩阵. 同样亦可

求出 y′面上的应力向量 (图3)

{p y′} = [p x y′p y y′]T = [Ρ ]　{ e2} (14)

式中{e2}为 y′轴关于 x、y 轴的方向余弦

{e2} = [ - sinΑ　co sΑ ]T (15)

(13)、(14)式即为两正交斜截面 (即新坐标系的 x′面

与 y′面)上的应力向量按已知应力分量的坐标轴 (即 x

轴与 y 轴)进行分解的公式. 很显然, 若将这二个应

力向量分别沿所在截面的法向和切向进行分解, 即为

该截面的正应力和剪应力 (图3) , 这实际上仍是向量

(只不过这里是应力向量)的旋转变换概念. 因此, 对

于斜截面上的应力分量便无需再作投影计算了. 例如

对于 x′面上的正应力 Ρ x′和剪应力 Σy′x′, 利用向量的

旋转变换公式 (1)可直接得到

{p′x′} = [Ρx′　Σy′x′] = [T ]　{ p x′} (16)

式中[T ]即为 (1)式中的旋转变换矩阵. 在上式中代入

(13)式, 并写成分量形式就有

Ρx′= {e1}T { p x′} = {e1}T [Ρ]{ e1}

Σy′x′= {e2}T { p x′} = {e2}T [Ρ]{ e1}
(17)

同理可对应力向量{p y′}进行旋转变换, 并写成分量形

式

Σx′y′= {e1}T { p y′} = {e1}T [Ρ ]{e2}

Ρy′= {e2}T { p y′} = {e2}T [Ρ ]{e2}
(18)

式 (17)、(18)即为弹性体平面问题应力分量的旋转变

换公式, 如将其展开,便与有关教材所给出的结果一

样. 上述公式也极易记忆: 例如,求旋转变换后某截面

在某方向上的应力分量, 只要将拟求应力分量的下标

所对应的方向余弦列阵夹乘应力张量矩阵即得. 顺便

提及, 若将 (17)、(18)式合起来写成矩阵形式,便得到

二阶应力张量的旋转变换公式

[Ρ′] = [T ]T [Ρ] [T ] (19)

但这里的推导过程概念明确、简单易懂.

参　考　文　献

1　赵超燮. 结构矩阵分析原理. 北京: 人民教育出版社,

1983

2　曹富新. 力学中的张量计算. 北京: 中国铁道出版社,

1985

(1995年4月20日收到第1稿,

1995年9月18日收到修改稿)

纵横弯曲时临界压力的能量准则

张仲毅
(华中理工大学汉口分校, 汉口　 430012)

摘要　本文对把纵横弯曲时使弯曲变形趋于无限的轴

向压力定义为临界压力的思想提出商榷.

关键词　临界压力, 能量准则

文献[1 ]、[2 ]把纵横弯曲时使弯曲变形趋于无限

的轴向压力定义为临界压力. 笔者认为这种定义值得

商榷. 因为这种定义丝毫看不出横向力对临界压力的

影响,无论横向力多大临界压力都是同一个值, 都等

于无横向力时的杆的欧拉力. 为了说明其不合理, 下

面列举一种情况说明. 设想横向力已经达到仅有横向

力作用时的极限值, 因为这种极限值总是存在的, 按

目前的定义其临界压力依然是欧拉力. 这完全是不可
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