
第3 0卷 第1期 

z O O1年 §胃 

上海师范大学学报(自然科学版) 

J． ‰ Ⅱgh丑 Te8c f Un ．(N札uf S ％。e ) 

V0I_30．No 1 

M舡 2 0 01 

紧Lie群上几种球型平均的饱和类(II) 

郑 兵 

(上海师范大学 教学科学学院．上海 200234) 

摘 要：讨论了紧Lie群上 Abel—Poisson平均及Gauss—Weierstrass平均的饱和类问题，给 

出了这两种线性算子平均在c(G)中的饱和类特征． 
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0 引言及引理 

设 G为一秩为 9的 维紧Lie群，关于紧Lie群上函数空问 (G)及c(G)中线性有界算子的 

饱和性及饱和类有以下定义． 

定义 1 设{ )(￡>0)是 (G)(1≤p<oo)或c(G)到自身的一族线性有界算子． (E)(e一 

0 )是单调趋于 0的函数，称{ }在 (G)(1≤p<oo)或 c(G)上饱和，且饱和阶是 ￡)．如果当E 

一0 时下述条件成立： 

(1)若 ll， )--7；(flx)ll=。( e))，则， )=常数． 

(2)存在 ，( )∈L (G)或 c(G)，，( )≠常数，使 lI， )一 (，； )ll=O( (e))．其中范数 

ll·I1表示 范数或C范数．所有在上，(G)(1≤声<∞)或c(G)中使 lI，( )--T,(，； )ll=0( 

(E))的， )的集合称为有界线性算子族{ }在 (G)(1≤p<oo)或 c(G)中的饱和类． 

设 ，(z)在 G上可积，则， )的Fourier级数是 

，(z)～ d w(f(A)u (z)) (1) 
蔚  
1  

或 f )～ 2 d f* )． (2) 

这里U )是 G的以 为首权的不可约表示． 是 G的对偶，即 G的所有不可约表示首权的集合． 

d 是对应于 的̂不可约表示的维数．，( )=Jf(x)U (z-。)dx， )=tr(U ( ))． 
丢 

设 是 G的李代数的一个固定的Caftan子代数， )̂在 Weyl群作用下不变且具有直到m= 

! 阶的 偏导数．置 

)̂=(2 )一{l y)e-i(A,：ndy， (3) 
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则其给出Fourier级数(2)的一个球型平均 

了’．(，； )=∑似(̂+f1)d f* ( )， (4) 

其中似(̂+ )： ￡(̂+ ))， 为 G的李代数的所有正根之和之半．且当 ， )∈L (G)(1≤户< 

oo)或c(G)时，球型平均算子 7 (，； )是L (G)或c(G)上的有界线性算子． 

引理 1 钉 若存在 >0，使得D (̂)(D )(̂)l≤A(1+lh1)一  ， 

l )̂l≤A(1+ )一  ． (5) 

则对 ， )EL (G)(1≤p<o。)或c(G)，算子 7’．(，； )一 91(2+／~)daf*n )满足下列条件： 

(1)sup(1l，，l(，； )l1)≤A( G)f1 ． 

(2)lim l J (F； )--f(x)ll=0． 
Ⅲ 十 

其中，范数 ll·ll表示 0·}1 或 · 

关于线性型平均算子(4)的饱和类问题，文[3]证明了如下的一个一般结果． 

引理 2 设 ， )∈L (G)(1≤户<。。)或c(G)， 0)=1．如果有界线性算子族 

了 (，； )=∑似( +f1)daf* ( ) 面 

在L (G)(1≤p<oo)或c(G)上强收敛于，( )，且存在一个单调趋于 0的函数 欲￡)，使得 

等 一 )≠oÎ∈ ， ≠。， (6) 
则 (1){ (，； ))在L一(G)或c(G)中饱和，饱和阶为 讼￡)． 

(2)若{ (，； ))关于￡一致有界，既存在M>0，对任意的 O，ll 7 fl≤ ，则有 

{ )∈L (G)或 c(G)l存在 g )∈ (G)或r (G)_ 

使 ( )c (，)一 (g)，i，J一 1，2，⋯，d )， ⋯ 

这里 是{了’．(，； ))的饱和类，c (，)，c (g)分别是， )，g )的Fourier系数． 

设 ￡)在[0，+o。)上连续，且适合 o)：1，I l ￡)ldt<oo．置 

HI(c)=÷ 詈) (“) ， 
WI( )一 ， 

． f 
则 l̂1)=(2 )一{ J (1̂1) ，Oh， 

这里L， (“)是k阶Bessei函数． (1̂1)= (1h1)是 )̂的Fourier变换，／=dimH．对于紧Lie群G 

及其微分算子D：ⅡD。， 为李代数的正根，取 ： “一2)，则可以证明⋯ 

(DⅣ )(̂)=D。(̂) ⋯ (1̂1)． 

特别，若取 ￡)一 或 ￡)= ‘，则由(4)可分别得到紧Lie群上Fourier级数的Abel—Poisson平均 

和Gauss—Weierstrass平均． 

2 Abel—Poisson平均饱和类 

定义2设， )∈工(G)，称 (，； )= 善 一 *， ) (R≥l卢J)为紧Lie群G上 
，0)的Fourier级数的Abel—poisson平均． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第 1期 郑 兵：紧L 群上几种球型平均的饱和类(II) 

对于 (￡)一 ，￡∈[o，+。。)．易知对任意的 h∈H，存在常数 ^>0，使得 1 (̂)1≤A(1+ 

lh1)一 1另一方面，因为 (1hI)： (̂)一 r(IhI)，且 

Hl(Ih1) 2}r( ) 

；_I(IhI) 帝 一— +IhI ⋯ · 
由引理 1知 ，̂ (，； )在 上，(G)或 C(G)I-按范数收敛于，( )(R一。。)，且算子列{A )的范数关于 

R一致有界． 

定理 3 Abel—Poisson平均在 L，(G)或 c(G)上按范数强收敛于 ，( )，并且是饱和的，饱和阶 

为古，在c(G)中的饱和类为s一{， )EC(G)}I(I卢II+t2)l-(，)∈L (G)}，这里n是G上弱意 
义下的Laplace算子 ，7，是Bessel势 

证明 因为 l̂+卢I 一I卢I 一 ÎI +2( ， )>／0，所以当 ∈̂G，̂≠o时，有 

h !二 ：! ：1̂+p1—1pl≠。
．  

瓦 

故由引理 2知 

s (， )∈c(G)I存在g( )∈工 (G)，使(Î+ I—I卢I)岛(，)： (g)， ， =1，2，，Ⅳ(̂)} (8) 

f 
下证g( )一[(1 1 I+n) 一1卢1力(，)( )．事实上，若，( )∈c(G)，则由7，(，)( )一J， 

(xy一 )五( )d 知11(厂]( )∈c(G)，其中五＆)～ l̂+卢II1d ( )， )EL(G)·因此对任 

意的 ∈̂G，̂≠0，有 

I1L(，)( )砩 ( )d =(Î+卢I 一I卢I )l1L(，)(x)C,j(x)dx一 
去 亡 

(1̂+卢Ic (，)一 J卢I I +卢I-1 (，)一 

I(g( )+1 1，( )一1pl (，)( )砖(x)dx， 

从而，在弱意义下有 r】(，) )一g( )+I卢I， )一I卢f 1 (，) )， 

即 g( )一(1 1 +n) ，( )一1p1，( )． 

又由，( )∈c(G)知，g( )EL∞(G)，当且仅当(I卢I +n)̂，( )∈ (G)．所以由(8)知 

S∈三(，( )E c(G)l(1卢I。f+0)I ，( )∈L∞(G))． (9) 

再证s (，( )∈c(G)}(1卢I +n) ，( )∈L (G)}．设 =(f I +n) ，则对任意的 ，( )∈ 

{，( )EC(G)I(I I +口) ， )∈L∞(G))，有Vf(x)一上 (G)，且 

IA (I卢l，一 Vf~x)I≤ I卢I，一 ，I ， (10) 

击 

而 』(SA~(I,Olf—V，； )d7) )d —f(SA}(Ifllf—V，； ) ( )d )dr／= 
击 

。。 ””(I卢I— Î+ 卢I) (，)d ． 

另一方面， 

f H ( 一la+ c托f)dr] 

十 

一 

l1 

d  

)  

(  砖 

]  

)  
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)  
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(  
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故 

击 

， 一，(z)=』A~(1fllf—V，； )dr／ 

从而 lA (，； )一，( ) ( ， Vf；z)ldye<Mll I#lf—vfll ·页1 

亦IA (，；z)一，( )l—o(去)．即，(z)∈S．定理得证 

3 Gauss—Weierstrass平均饱和类 

凸 

设 f)= P ‘，t∈ [O，co)．则 由 (4)可定 义 紧 Lie群 上 可 积 函 数 Fourier级 数 的 

Gauss—Weierstrass平均． 

定义3设， )∈L(G)，称 (，； )一 ∑e- d ， )为， )的Fo ie 级数的 
j∈ 

Gauss—Weierstrass平均，其中R>0． 

与Abel-Poission平均的情形相仿，根据 l理 1，容易验证 Gauss—Weierstrass平均在 (G)或 

c(G)上按范数强收敛于， )．其饱和性有如下的结果． 

定理4 Gauss—Welerstrsss平均在LP(G)或c(G)中饱和，饱和阶壶，在c(G)中的饱和类为S 

= {， )∈c(G)lOf(x)∈上 (G))，这里 n是 G上弱意义下的Laplace算子． 

定理4的证明与定理 3的证明完全类似，这里不再赘述． 
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The Saturation CI asses of Certain Spherical Means 

on Compact Lie Group(H) 

ZHENG Bing 

(Co~ege of Mathematical Sciences，Shanghai Teachers University，Shanshai 200234，China) 

Abstract：In this paper the saturation ot Abel-Poisson mearts and Guassowelerstrass m~ans on compact Lie groups be 

discussed in the space C(G) and the characterization 0f saturation class~of the two kinds of spherical means be given 

out． 

Key words：compact Lie group；Abel—poisson means~Gauss—Weierstrass means，saturation classes 
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