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摘 要 ：令 5 是具有 个顶点没有两个等长圈的简单图的集合 若 中不存在 图 使 

lE(G )l> 』E(6)l，则秫图 G是茼单 MCD图 若简单 MCD图 G是 2连通的 ，则称 G是 2连通 

简单 MCD图．若 G中一条路 P的每个内 都有 ，( )一 2，刚称 P为G的简 单路．一个 2连通 

可平面图G称为广义多边形路 ，如果用下述方洼得到图 G。是路 ：对应于 的每个 内部面／(G是 

G的平图 )有一个 G。的顶点 ／。，G’的两个顶点 。和 g。在G 中相邻当且仅当G中相应的两 

个内部面的边 界交于一条 的简单路 作者证明丁下述结果 ：当且仅 当 n∈ {10，11，1 4，l5，16 

21 22)时 ，存在 个顶点的非rJ义多边形路的 2连通简单 MCD图 
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令 ( )是具有 个顶 专没有两个等长圈图(简单图)的集台．F，，( )中具有最大边数 

的图称为MCD(简单MCD图)．若简单 MCD图G是2连通的，则称G是 2连通简单MCD图． 

用 ，(”)(，。( ))表示 MCD图(简单 MCD图)的边数．确定 ／(n)是 EMos于 1 975年提出的 

一

个至今未解决的问题(见[33p247，问题 n)．与确定，( )直接有关的问题是确定MCD图． 

由[2]，对每个整数 一≥ 2，存在 一个顶点含环和 2圈的 MCD图 从而我们从每个 n一 1 

个顶点的简单 MCD图出发 ，构造 n个顶点的 MCD图，并且 f(n)=f ( 一 1)一 3．于是确 

定 ／(n)和 MCD图的问题转化为确定 ， ( )和简单 MCD问题． 

若 G中一条路 ，J的每个 内点 都有 ( )= 2，则称 ，J为G的简单路．一个 2连通可平 

面图G称为广义多边形树(或广义多边形路)．如果用下述方法得到图 G 是树 (或路)；对应 

于 G的每个 内部面 (G是G的平图)有一个 G。的顶点， ，G 的两个顶点 ， 和 g’在 G 

中是相邻的当且仅当 G中相应的两个内部面的边界交于一条 的简单路．显然广义多边形 

路也是广义多边形树．许绍杰在[6]中已证明了下述结果． 

定理 A 2连通简单图 G没有同胚于 的子图，当且仅当 G是广义多边形树． 

作者在 _4]中已证 明了下述结果． 
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定理 B 当且仅当n∈ {10，11，14，1 5，16，21，22)时，存在 个顶点的包含同胚于 K一的 

子图的 2连通简单 MCD图． 

本文将推广定理 B，得到下述主要结果． 

定理 l 当且仅当 ∈ {1O，u，14，15，16，21，22)时，存在 个顶点的非广义多边形路 

的 2连通简单 MCD图． 

由于当 ∈ {10，11，14，15，16，21，22)时，由定理 知存在 个顶点的包含同胚于K 的 

子图的 2连通简单 MCD图．因此也存在 个顶点的非广义多边形路的2连通简单 MCD图． 

故对定理 1，事实上只要证明下述定理． 

定理 2 当 专{10，11，14，15，16，21，22)时，不存在 n个顶点的非广义多边形路的 2连 

通 简单 MCD 图． 

为证定理 2，首先引入路分解概念． 

设 G是一个 2连通简单图，C是G的任一圈．本文总认为把不在 C上的顶点和边全画在 

C的 内部．令 Po— C，且下述方法构造路的序列 ，P 一， ：对 一 1，2，⋯，k，从 G一 

，一 1 i 1 1 

U 中取路 ，使它的两个端点且仅仅两个端点在 UP，中，而E(G)～ UE(P )一事．易
_

E(Pj) 

见 ，因G是 2连通的，故上述方法可行的．我们称( ，P -．， )是G—E(c)的一个路分解． 

每个 P．( 一 1t 2，⋯， )，称为G的关于 c的内路 ，在不引起混淆时，简称为 G的内路． 

关于 G的内路数 ，我们也有下述 

命题 A 给定 2连通简单图G，C是G中任一圈， 是G—E(c)的任一路分解的内路 

数，则 J— IE(G)I— IV(G)J． 

应用路分解概念和数学归纳法 ，容易证明下述 

命题 B[ 设 G是非广义多边形路的 2连通简单 MCD图，J— IE(G)l— l (G)l，则 

G的含圈数 re(G)≥ (，+ 5 )／2— 1． 

定理 2的证明 用反证法．假设定理不成立 ，则对某一自然数 岳 {lO，11，14，15，16， 

21，22)，存在具有 个顶点的非广义多边形路的 2连通简单 MCD图． 

由文献E33中已得到 ， (， )≥ n+ k+ [( 8n一 24k + 8k+ 1— 5)／2]，其中 

一 [( = + 11)／21]， (1) 

所以 G至少有 J条内 路 ，这里 

J— k+ [( 

由命题 B， (G)≥ (j_2+ 5j)／2 

从 (2)得 

从 (1)得 

结合(2)和 (5)得 

／sn,一 24k2+ 8k+ 1— 5)／2] 

1．于是 

21k 22k+ 6≤ < 21k 十 20k+ 5 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
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7— 1< 7k≤ J+ 6． 

从(4)和(6)式的右边推出 

n< (， + 5 )／2 4-5+ (4 )( 一 1)／2． 

若 k≥ 3，则从 (6)推出 ，≥ 15．此时从(7)得 n< (，+ 5))／2— 6，与(3)矛盾 

若 k一 2，则从 (5)和(6)分别得到 46≤ < 129和 8≤ < 15．此时从(7)得 

< (， + 5j)／"2+ 3． 

结合(3)和(8)，得 

一 (J _-5j)／Z+ ， 一 1，2． 

若 k一 1，则 5≤ ¨< 46且 1≤ < 8．从 (7)推出 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

"< ( + 5 7)／2+ 5． (1。) 

结 合 (3)和 (1。)，得 

一 ( + 5，)／2+ i，i一 1，2，3，4． (11) 

由于 G不是广义多边形路的 2连通图，所以 ≥ 2，结合 (9)和(11)仅有下述三种情况 ： 

情况 1 ”一 (， + 5j)／2+ ， 一 3，4．且 10≤ n≤ 45-此时 H∈ {1o．̈ ，I5，I 6，21， 

22，28，29，36，37，45)．由于 告 {10．11，1 4，1 5，1 6，21，22)，所 以 ∈ {28，29，3 6，37，45}．我 

们能证明不存在 28个顶点的非广义多边形路的 2连通简单 MCD图(另文发表)． 

对每个，l∈ {29，36，37，45)，我们可 构造 ”个顶 电和 + 1+[( 二— 一 3)／2~条 

边的没有两个等长圈的简单 MCD图【“．因此f (t0≥ + 1 [(／丽—= i一3)／2]．这与 

[4]中命题 3．3矛盾． 

情况 2 "一 (，+ 5 )／z+ I，且 8≤ H< 1 29． 

根据命题B，re(G)≥ ( +5j)／Z一 1．叉从G是简单MCD图，推出 (G)≥ (J +5j)／2 
— 1．显 G是 UPC图 (UPC图的定义见文献[4])．从[4]中命题 3．1知，G不含同胚于 子 

图的．因此 G是外可平面的 UPC图．根据文献[5]中定理 2及 ≥ 8得到 G∈ {G ，q }． 

于是 G是广 义多边形 路 ，矛 盾． 

情况 3 "一 (，+ 5j)／2+ 2，且 9≤ ”< 1 29． 

由于 G是简单 MCD图，故 re(G)≤ (J + 5j)／Z．此时仅考虑两种情况． 

情况 3．I re(G)一 (J 一 5j)／2．此时G必含同胚于也 的子图，结合[4]中命题 3．2知 

G恰有一对偏斜桥．因此 G是 3 UPCE13图．根据[4]中定理 2．8知 G∈ {G ，G ，G ． 

于是 一 14，矛 盾． 

情况 3．2 (G)≤ (，+ 5i)／2—1．根据命题 ．re(G)≥ ( + j )／2— 1．因此 m(G) 

一 (， + 5j)／2 1且 G不含同胚于 的子图．我们能证明此时 G有两个等长圈(另文发 

表 )，矛盾． 
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On 2-connected Simple M CD-graphs 

Being not Generalized Polygon Paths 

SHI Yong—hing 

(College of M athemaricol Sciences，Shanghai Teachers University，Shanghai 200234，China) 

Abstract Let S．be the set of simple graphs 0n vertices in which nO two cycles have the S~％me letLgth A 

graphGinS．is called a simple MCD—graphifthere exists no graphG inS with lE(G )I> IE(G)1．A path 

尸 G is called a simple path of G if，for each interior vertex口ofP ，dc )一 2．A pLanar graph G is called a 

generalized polygon pathifG‘formed bythetotlowingmethod【s apa thCorrespondingto eachinteriorface』 

ofG(Gis a plane graphG)thereis a vertexf ofG‘：two verticesf‘and g。are adjacentinG if and onlyif 

the boundaries of the corresponding interior faces of G intersect on a simple path of G．W e prove that there 

exists a 2-connected simple MCD~graph OFt vertices being not a generalized polygon path if and onty if ∈ 

c10，11，14，15，18．21，22}． 

Key words：cycle；M CD—graph}2-connected sim ple graph 
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