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摘  要}提出了 ξαkτl� Αξ kτln Βξ kτp Σl时滞无关稳定的一个充分条件o并进而研究了系统在不满足时

滞无关稳定条件下o不稳定特征根的区域范围o给出了一个与时滞相关稳定的新的充分条件q 文末o给出了本

文结论的示例o并与已有结果进行了比较o表明了该方法的有效性和可行性qΞ
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1 引言k�±·µ²§∏¦·¬²±l

由于时滞现象在实际工程中是普遍存在的o同

时o它又是使得系统不稳定的重要因素o因此o对于

时滞控制系统的稳定性研究一直受到国内外众多学

者的极大关注q对于时滞控制系统稳定性的研究结

果主要有两类}一类是与时滞大小无关的系统稳定

条件≈tp z ~另一类是系统时滞相关稳定的判别准

则≈{p tw q与时滞无关的稳定判别准则的主要特点是

简洁!实用o但分析结果往往偏于保守≈{ ~而时滞相

关的判别条件通常需要设计相应的计算程序o但分

析结果相对严格些o从而降低了其保守性q近年来o

不少学者根据系统不稳定特征根的分布而提出的一

类时滞相关稳定判别准则≈|p tw o一般情况下可以大

大改进上述方法存在的保守性≈tv o但检验过程繁

复o计算工作量大q为此o如何缩小验证的区域o以减

小计算工作量o同时发挥这些判据的主要优势o就具

有十分重要的理论意义和实用价值q

本文的主要工作是研究系统如果有不稳定的特

征根o由不稳定特征根在复平面上的分布o给出不稳

定特征根更严格的范围q文中首先提出了线性时滞

系统的一个与时滞无关的稳定判别条件o给出了系

统不满足时滞无关稳定判别条件下的时滞相关稳定

判据o进而给出了该判据的完整算法q理论分析和实

例表明o研究结果优于文≈xoyots o计算工作量小于

文≈yotv q

2 引理k�̈ °°¤l

考虑下列时滞线性系统

ξαkτl � Αξ kτl n Βξ kτp Σl ktl

式中oΑoΒ Ι Ρ ν≅ ν~ξ kτlΙ Ρ νq

文献≈tv 给出了系统ktl与时滞无关稳定的充

分条件是

+ Β+ �
Ρ°¬±kΘ

tÙu

Ρ°¤¬kΘ
p tÙuΠl kul

式中o+ # + 为矩阵的范数oΡ°¤¬k# l和 Ρ°¬±k# l分

别是矩阵的最大与最小奇异值oΠ Ι Ρ ν≅ ν是 �¼¤2

³∏±²√ 矩阵方程

Α ×Π n ΠΑ � p uΘ kvl

的解q

为方便分析o以下讨论中o设 Θ� κΙoΙ 为 ν≅ ν
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阶单位矩阵oκΙ Ρ n o记

Η �
Θ p ΠΒ

p Β ×Π Θ
Ι Ρ uν≅ uν

  定理 1 如果下列条件之一成立o则系统ktl时

滞无关稳定q

ktl 矩阵 Η 正定~

kul 矩阵 Θp kΠΒΒ ×ΠltÙu正定~

kvl + ΠΒ+ u� Κ°¬±kΘlq

证明 考虑泛函

ςkτl � ξ × kτlΠξ kτl n Θ
τ

τp Σ

ξ × kτlΘξ kτl§τ kwl

对时间的一阶导数为

ςαkτl � ξα× kτlΠξ kτl n ξ × kτlΠξαkτl n ξ × kτlΘξ kτl

p ξ × kτp ΣlΘξ kτp Σl � p ξ × kτlΘξ kτl

n uΠΒξ × kτlξ kτp Σl p ξ × kτp ΣlΘξ kτp Σl

� p
ξ kτl

ξ kτp Σl

× Θ p Β ×Π

p ΠΒ Θ

ξ kτl

ξ kτp Σl

  ktl当满足定理条件时o有ςαkτl� so故系统ktl

稳定q

  kul 考虑矩阵 Η 的特征多项式

ΦΗ kσl � §̈ ·kΣ
Ι s

s Ι

p
Θ p Β ×Π

p ΠΒ Θ
l kxl

记 . Η 为矩阵 Η 的谱o由于kσΙ p Θl与 ΠΒ 是可交

换矩阵o有≈tz 

ΦΗ � §̈ ·k
σΙ p Θ Β ×Π

ΠΒ σΙ p Θ
l

� §̈ ·kkσΙ p Θlu p ΠΒΒ ×Πl

� §̈ ·kσΙ p Θ p kΠΒΒ ×ΠltÙul

§̈ ·kσΙ p Θ n kΠΒΒ ×ΠltÙul

因此有

. Η � . Θn kΠΒΒ
×
Πl

tÙu Γ . Θp kΠΒΒ
×
Πl

tÙu kyl

显然

σ� ΚÞΚΙ . Θn kΠΒΒ
×
Πl

tÙu � s kzl

当 Θp kΠΒΒ ×ΠltÙu正定时o有

σ� ΚÞΚΙ . Θp kΠΒΒ
×
Πl

tÙu � s k{l

所以oσ� ΚÞΚΙ . Η � so 即 Η 正定q 由定理 t条件 t

知o系统ktl稳定q

kvl 根据 � ¬±®²√¶®¬
≈tz 不等式o有

uΠΒξ × kτlξ kτp Σl � u+ ΠΒ+ u

+ ξ kτl+ + ξ kτp Σl+

ςαkτl � p ξ × kτlΘξ kτl n uΠΒξ × ξ kτp Σl

p ξ × kτp ΣlΘξ kτp Σl [ p Κ°¬±kΘl+ ξ kτl+ u

n u+ ΠΒ+ u+ ξ kτl+ + ξ kτp Σl+ p Κ°¬±kΘl

+ ξ kτp Κl+ u [ uk+ ΠΒ+ p Κ°¬±kΘll

+ ξ kτl+ + ξ kτp Σl+ k|l

当定理 t条件 v成立时o有 ςαkτl� so 故系统ktl稳

定q 定理证毕q

注记 1  事实上oΙ p kΠΒΒ ×ΠltÙu正定∴ Ι p

ΠΒΒ ×Πo 定理 t 的第 u 个条件可改写为}若矩阵 Ι

p ΠΒΒ ×Π 正定k这里 Π 是 Θ� Ι 时o方程kul的解lo

则系统ktl时滞无关稳定q 这样可避免对矩阵的开

方运算q

注记 2  注意到 Κ°¬±kΘl� Κ°¬±kΘ
tÙuΘtÙul� Ρ°¬±

kΘtÙulo又因为o+ ΠΒ+ [ Π+ Β+ o因此定理 t中的

条件 v降低了文≈tv 提出的充分条件的保守性q

3 主要研究结果k� ¤¬± µ̈¶∏̄·¶l

以下主要研究定理 t不能判断系统稳定性的情

形o 即+ ΠΒ+ u∴ Κ°¬±kΘl时系统的稳定条件q

在给出本文的主要研究结果前o我们先给出下

列引理q

引理≈|  系统ktl一致渐近稳定当且仅当特征

方程

Φkσl � §̈ ·kσΙ p Α p Βεp Σkψn Αll � s ktsl

的根位于复平面上的左半开区域里q

定理 2 若 ΚιkΑn Βεp Σσl� so kι� touo, oνlo

则系统ktl稳定q

其中

σ� ξ n ϕΞo s [ ξ [ Αo s [ Ξ [ Βkξ l~kttl

εp Σξ+ ΠtΒ+ u � Κ°¬±kΘl ktul

ΑoΒkξ l满足

Βkξ l � Λkp ϕΑl n εp Σξ °¤¬
s[ Ξ[ uΠ

Λkp ϕΒεp ϕΞΣl

s [ ξ [ Α ktvl

Α ×
tΠt n ΠtΑ t � p uΘ ktwl

  证明 以下分两部分证明定理 uq

ktl 若系统ktl有不稳定特征根o则不稳定特征

根必位于图 u所求区域~

kul 若系统ktl没有位于图 u 所示区域的特征

根o则系统ktl稳定q

°¤µ·ktl} 考虑特征方程

Φkσl � Φkψ n Αl � §̈ ·kψΙ n ΑΙ p Α

p Βεp Σkψn Αll � §̈ ·kψΙ p Α t p Β tε
p Σψl ktxl

式中oΑ t� Αp ΑΙoΒ t� Βεp ΣΑq

若ktul满足o 由引理 t有 � k̈ψl� so因而

yx 信 息 与 控 制 vs卷 



� k̈σl � � k̈ψ n Αl � Α ktyl

使用矩阵测度的性质≈t{ o有

�° kσl � ΚkΑ n Βεp Σσl [

[ ΛkϕΑl n Λkp ϕΒεp ϕΞΣl

� Λkp ϕΑl n εp � k̈σlΣΛkp ϕΒεp ϕΞΣl ktzl

由于 εp ϕΞΣ是周期为 uΠ的函数o故上式又可写为

�° kσl � Λkp ϕΑl n εp � k̈σlΣ

°¤¬
s[ Ξ[ uΠ

Λkp ϕΒεp ϕΞΣl � Βkξ lo

s [ ξ [ Α kt{l

即不稳定特征根必位于图 u所限定的区域中q

°¤µ·kul} 若系统ktl没有位于图 u所示区域的

根o隐含系统ktl的特征方程的根均位于复平面上的

左半开区域内o由引理知o系统ktl一致渐近稳定q

定理证毕q

注记 3  文献≈tv 提出系统ktl当+ Β + u �

Κ°¬±kΘl
+ Πt+ u

时o系统不稳定的特征根在复平面上的分布

区域如图 t所示o其中 Αχ满足

εp ΣΑχ+ Β+ u �
Κ°¬±kΘl
+ Πt+ u

kt|l

由式ktul所确定的最小的 Α°¬±为

Α°¬± �
t

Σ ²̄ª
+ Πt+ + Β+

Κ°¬±kΘl
kusl

由式kt|l所确定的最小的 Αχ°¬±为

Αχ°¬± �
t

Σ ²̄ª
+ Πt+ + Β+

Κ°¬±kΘl
kutl

由于+ ΠΒ+ [ + Π+ + Β+ o 因而 Α°¬±[ Αχ°¬±o 即本

文给出的系统不稳定特征根的区域较文≈tv 更严

格q

注记 4  为了确保验证精度o必须选取足够小

的步长k¶·̈³kΑllo本文给出的研究结果较文≈tv 可

减少验证次数
t

Σ# ¶·̈³kΑl ²̄ª
+ Πt+ + Β+

Κ°¬±kΘl
o 对于高

阶系统o减少的计算量更是可观的q

注记 5  文≈tv 除需验证式kttl的情形外o还

须验证文≈tv 式kutl和式kuvlo属于重复验算o没有

必要q

图 t × ¬¶¶¬µ
≈tv 为稳定特征根在复平面上的分布     图 u 更严格的不稳定特征在复平面上的分布区域

ƒ¬ªqt ⁄¬¶·µ¬¥∏·¬²±¶²©·¬¶¶¬µ
≈v 

∏±¶·¤¥̄  ̈    ƒ¬ªqu °µ²ªµ̈¶¶¬√¨§¬¶·µ¬¥∏·¬±ª¤µ̈¤¶²©∏±¶·¤¥̄¨

¬̈ª̈ ±√¤̄∏̈ ¬± ·«̈ ¦²° ³̄ ¶̈³̄¤±  ̈         ¬̈ª̈ ±√¤̄∏̈ ¬± ·«̈ ¦²° ³̄ ¶̈³̄¤±¨

  以下是定理 u的算法描述q

≥·̈³t} 设定待检验的时滞区间≈Σso Σμ  及各参

数变量的步长 ¶·̈³kΣl~¶·̈³kΑlo¶·̈³kΒl~

≥·̈³u} Σ� Σs~

≥·̈³v} Α� s~

≥·̈³w} 若 Α已满足式ktul转 ≥·̈³x~ 否则作≈Α

� Αn ¶·̈³kΑl ~

≥·̈³x} ξ � s~

≥·̈³y} 按式ktvl求 Βkξ l~

≥·̈³z} ψ� s~

≥·̈³{} 求 ΚιkΑn Βεp Σkξn ιψllo kι� touo, oνl~

若有 Κι� so转 ≥·̈³tu~否则求°¤¬
ι

� k̈Κιl~

≥·̈³|} ψ � ψ n ¶·̈³kΒlo 若 ψ � Β kξ lo转

≥·̈³ts~ 否则转 ≥·̈³{~

≥·̈³ts} ξ � ξ n ¶·̈³kΑlo 若 ξ � Αo 转 ≥·̈³tt~

否则跳 ≥·̈³y~

≥·̈³tt} Σ� Σn ¶·̈³kΣlo 若 Σ[ Σμ o 转 ≥·̈³v~

否则转 ≥·̈³tu~

≥·̈³tu} 输出 Σq

4 示例k�̄ ∏̄¶·µ¤·¬√¨ ¬̈¤° ³̄ ¶̈l

考虑下列系统≈ts 

ξαkτl �
p u s

s p t
ξ kτl

n
p t s

p t p t
ξ kτp Σl kuul

  根据定理 u对系统kuul的分析结果见图 vq 下
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表并示出了近期对有关该系统的研究结果q

注记 6  本文结果与 × ¬¶¶¬µ¤±§ � °¤° §̈

kt||yl 的结果相同o但本文的检验次数要少得多

k见图 v中的 ΑkΣloΑχkΣllq

作者 时滞界

≥∏¤±§� ∏¤±ª kt||ul ΣΙ ≈sosqvsyv 

≥∏ ·̈¤̄ kt||wl ΣΙ ≈souqs|w 

× ¬¶¶¬µ¤±§� °¤° §̈kt||yl ΣΙ ≈souqs|ww 

× «¬¶°¤³̈ µ ΣΙ ≈souqs|ww 

图 v 系统kuul最大特征根实部与时滞关系

ƒ¬ªqv � ¨̄¤·¬²±¶¥̈ ·º ¨̈ ± µ̈¤̄ ³¤µ·²©·«̈ ¥¬ªª̈ ¶·̈ ¬ª̈ ±√¤̄∏̈ ¤±§·¬°¨§̈ ¤̄¼

参 考 文 献 k� ©̈̈ µ̈±¦̈¶l

t � °¤° §̈ � q � ± ·«̈ ≥·¤¥¬̄¬·¼ ²©× ¬°¨⁄¨̄¤¼ ≥¼¶·̈°¶} � º̈ � 2̈

¶∏̄·¶q �±·q �q ≤ ²±·µ²̄ o t|{y¤o43}vut∗ vuw

u  � °¤° §̈� q ≥·¤¥¬̄¬·¼ ≤ ²±§¬·¬²±¶²©⁄¨̄¤¼ ⁄¬©©̈ µ̈±·¬¤̄ ≥¼¶·̈°¶}

� º̈ � ¶̈∏̄·¶q �±·q �q ≤²±·µ²̄ o t|{y¥o46}wxx∗ wyv

v  � °¤° §̈ � q ƒ∏µ·«̈ µ � ¶̈∏®·§ ²± ·«̈ ⁄¨̄¤¼ �±§̈ ³̈ ±§̈ ±¦̈

� ¶¼°³·²·¬¦≥·¤¥¬̄¬·¼ ²© �¬± ¤̈µ≥¼¶·̈°¶q �±·q �q ≥¼¶·q ≥¦¬qo

t||to22}ttuz∗ ttvu

w  �¤° ±̈ ∞ • q ≤ ²µµ̈¦·¬²± ·² �¬± ¤̈µ≥¼¶·̈°¶º¬·« ≤²°° ±̈¶∏µ¤·̈

× ¬°¨⁄¨̄¤¼¶} ≥·¤¥¬̄¬·¼ ¤±§ ≥·¤¥¬̄¬½¤·¬²± �±§̈ ³̈ ±§̈ ±·²©⁄¨̄¤¼q

�∞∞∞ × µ¤±¶q � ∏·²° q ≤²±·µ²̄ o t|{vo � ≤ p u{}uw{∗ uw|

x  � ²µ¬× o ƒ∏®∏°¤�o �∏º¤«¤µ¤� q � ± ¤± ∞¶·¬°¤·̈ ²©·«̈ ⁄ ¦̈¤¼

� ¤·̈ ©²µ≥·¤¥̄¨�¬± ¤̈µ⁄¨̄¤¼ ≥¼¶·̈°¶q �±·q �q ≤ ²±·µ²̄ o t|{uo

36}|x∗ |z

y  ≥∏�� o ƒ²±ª ��o × ¶̈± ≤ �q ≥·¤¥¬̄¬·¼ � ±¤̄¼¶¬¶²©�¬± ¤̈µ≥¼¶2

·̈° º¬·«× ¬°¨⁄¨̄¤¼q �∞∞∞ × µ¤±¶q � ∏·²° q ≤ ²±·µ²̄ ot||wo � ≤

p v|}tvwt∗ tvww

z  × ¬¶¶¬µ∞o � ¤°° §̈� q ≥∏©©¬¦¬̈±·≥·¤¥¬̄¬·¼ ≤ ²±§¬·¬²±¶²©�±·̈µ√¤̄

× ¬°¨⁄¨̄¤¼ ≥¼¶·̈°¶q � §√q � ²§̈ ¬̄±ª� ±¤̄qo t||uo ≤ wx}t∗ ty

{  � ²µ¬× q ≤µ¬·̈µ¬¤©²µ� ¶¼°³·²·¬¦≥·¤¥¬̄¬·¼ ²©�¬± ¤̈µ× ¬°¨⁄¨̄¤¼

≥¼¶·̈°¶q �∞∞∞ × µ¤±¶q � ∏·²° q ≤ ²±·µ²̄ ot|{xo � ≤ p vs}tx{∗

tyt

|  � ²µ¬× o �²®¤°¨ � q ≥·¤¥¬̄¬·¼ ²© ξαkτl� Αξ kτln Βξ kτp Σlq

�∞∞∞ × µ¤±¶q � ∏·²° q ≤²±·µ²̄ o t|{|o � ≤ p vw}wys∗ wyu

ts ≥∏��o §� ∏¤±ª≤ �q � ²¥∏¶·≥·¤¥¬̄¬·¼ ²©⁄¨̄¤¼ ⁄ ³̈̈ ±§̈ ±¦̈ ©²µ

�¬± ¤̈µ ∏±¦̈µ·¤¬± ≥¼¶·̈°¶q �∞∞∞ × µ¤±¶q � ∏·²° q ≤ ²±·µ²̄ o

t||uo� ≤ p vz}tyxy∗ tyx|

tt ÷ ∏ �o �¬∏ ≠ q � ± �°³µ²√ §̈ � ¤½∏°¬®«¬±2·¼³̈ × «̈ ²µ̈° ¤±§¬·¶
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