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环型二级倒立摆的控制研究与实现
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摘  要 通过分析环型二级倒立摆系统的动力学特性 将系统的状态空间方程在/ 倒立0的平衡点附近进

行线性化处理 应用线性二次型最优控制策略 对环型二级倒立摆进行控制器的设计与仿真实验 并成功地将

所设计的控制器应用到实际的环型二级倒立摆系统上 使其稳定地平衡在/ 倒立0状态 所做应用与实际实验
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1 引言 Ιντροδυχτιον

倒立摆系统一直是自动控制!机械电子等领域

中非常典型的教学实验设备 因为倒立摆控制系统

的线性设计非常直观地说明现代线性控制理论的优

点和有效性 同时它还涉及到系统辨识!非线性系统

的线性化!执行电机的控制等方面 因而倒立摆系统

一直是控制理论界关注的焦点 人们将各种先进的

控制算法运用到倒立摆系统上进行实验验证 倒立

摆的研究始于 世纪 年代 当时主要集中在直

线轨道的倒立摆系统的线性控制≈ 近 年来 三

级倒立摆控制系统的实验成功更是掀起了一股研究

的热潮≈ 与此同时 旋转轨道的环型倒立摆系统由

于其自身的特点也开始受到研究者的关注≈ 环型

倒立摆系统是一种典型的非线性系统 它具有如下

特性

   不确定性 主要是模型的参数误差以及机

械传动过程中的减速齿轮间隙所导致 不过与直线

型倒立摆系统相比 由于没有了导轨上拖动小车的

皮带 影响程度有所改善

   耦合特性 从系统的数学模型中可以看

到 环型倒立摆摆杆和水平的连杆之间 以及多级倒

立摆系统的上下摆杆之间都具有较强耦合

   开环不稳定系统 倒立摆杆有两个平衡状

态 垂直向下和垂直向上 垂直向下的状态是稳定的

平衡点 而垂直向上的状态是不稳定的平衡点 开环

时微小的扰动就会使系统离开平衡点而进入到垂直

向下的状态中去

   行程无限制 旋转型倒立摆系统的连杆没

有行程限制 而直线型的倒立摆系统小车的行程是

有物理限制的 因而增加了控制的约束 使得一些算

法在直线型倒立摆系统上无法实现

  本文通过对环型倒立摆系统的分析 选择了
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± ≠ 输出最优控制器控制环型二级倒立摆系统稳

定在垂直向上的平衡点上 并通过合作 在深圳固高

公司最新制造出的环型二级倒立摆系统上首次实现

了所设计的垂直平衡控制 本文的内容安排如下 第

节通过对倒立摆系统的动力学特性分析 建立被

控系统的非线性数学模型并将之在平衡点附近线性

化 第 节对所选用的控制器进行设计 第 节给出

了控制系统的仿真结构 以及系统的仿真和实际控

制系统的实验结果 最后给出结论

2  环型倒立摆系统数学模型及其线性化

Ρ οταρψ ινϖερτεδ πενδυλυμ σψστεμ σ μ ατηε−

μ ατιχσ μ οδελανδ ιτσ λινεαριζατιον

本文使用的环型二级倒立摆控制系统结构如图

所示

图  环型二级倒立摆控制系统结构图

ƒ  × ∏ ∏ ∏ √ ∏∏

倒立摆系统的物理模型如图 所示

图  环型二级倒立摆物理模型

ƒ  × ∏

√ ∏∏

其中与电机相连接的是 κ 即平行杆 而与平行

杆另一端相连的是倒立摆 κ 下杆 和 κ 上

杆 三个杆的质量分别为 μ !μ 和 μ 转动惯量分

别为 ϑ !ϑ 和 ϑ 杆长分别为 λ! λ 和 λ

  环型二级倒立摆的工作原理为 电机的转动带

动平行杆旋转 由此带动与平行杆另一端相连的下

杆和上杆在垂直方向做旋转运动 控制的目的是希

望通过控制电机的力矩 并通过水平杆的作用 达到

控制上!下杆变化的角度 使两者共同平衡在垂直的

度的位置上 为此 需要首先建立被控系统的数

学模型 我们定义系统的坐标系如图 中所示 系统

的各部分坐标为

ξ

ψ

ζ 水平连杆顶端

λ Η

λ Η

ξ

ψ

ζ 下摆杆质心

λ Η λ Η Η

λ Η λ Η Η

λ Η
ξ

ψ

ζ 上摆杆质心

λ Η λ Η Η λ Η Η

λ Η λ Η Η λ Η Η

λ Η λ Η

ξ

ψ

ζ 质量块

λ Η λ Η Η

λ Η λ Η Η

λ Η

其中 Η 为连杆与 ξ 轴方向的夹角 Η Η 分别为下!

上摆杆与 ζ 轴方向的夹角

  应用 2 方程

τ
5 Λ
5 θαι

5 Λ
5 θι

Σι Λ θ θα Τ θ θα ς θ θα

其中 Λ 为拉格朗日算子 θι 为系统的广义坐标 ι

θ ξ Η Η Η 称为广义变量 Σ称为系

统沿该广义坐标方向上的广义外力 Τ μ ϖ

μ ξα ψα Ζα 是系统的动能 ς 是系统的势能 则

对于倒立摆系统
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Τ μ

≈
τ
λ Η λ Η Η

≈
τ
λ Η λ Η Η
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τ

λ Η

ς μ γ λ λ μ γ ≈λ λ λ Η

μ γ ≈ λ Η λ Η

μ γ ≈ λ Η λ

Σ υ χ Η      

Σ χ Η χ Η Η

Σ χ Η Η    

其中 ϑ μ λ ϑ μ λ ϑ μ λ υ 是电

机输入力矩 γ 是中立加速度

若令 Ξ Η Η Η Η
#

Η
#

Η
#

ϖ Η
&

获得以下

式

λλ μ μ μ Η λ μ μ μ λλμ Η Η

λλμ Η λλμ Η Η λμ

Η
&

Η
&

Η
&

γ λ μ μ μ Η

γ λμ Η

χ χ χ

χ χ

Η

Η

Η

ϖ

上式可以简化为
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那么系统在 ξ ? Π ? Π 处线性化为

Ξ ΑΞ ΒΥ

Ψ ΧΞ

其中

  Α
≅ Ι ≅

Μξ Φ Μξ Γ
 Β

≅

Μξ ς

  Χ ≈Ι ≅  ≅

  Φ γ λ μ μ μ

γ λμ

令 Ξ{ ΤΞ 其中

Τ

则有

Ξ{ ΑϖΞ{ ΒϖΥ

Ψ ΧθΞ{

其中

Αϖ ΤΑΤ  Βϖ ΤΒ Χ ΧΤ

  将连续系统进行离散化处理 可得离散化后的

被控系统的状态方程为

Ξ κ ΓΞ κ Η υ κ

Ψ κ ΧΞ κ

其中 Γ ε
ΑϖΤσ Η Θ

Τσ

ε
Αϖ Τσ Σ

Βϖ Σ Τ σ 为采样周

期 实验中取 Τ σ

  实际应用环型二级倒立摆系统的参数如下

  μ μ μ γ

  λ λ λ

  χ Ν 3 χ Ν 3

  χ Ν 3

3  系统分析及控制器设计 Σψστεμ αναλψσισ

ανδ χοντρολλερ δεσιγν

首先 我们考察倒立摆系统的稳定性 在 ξ

? Π ? Π 处 系统 Γ Η 的特征根为

  ∞ √ ∏ Γ ≈ 1 1 1

1 1 1

  显然 系统开环不稳定 需要设计控制器来镇定系统

  构造倒立摆系统的能控性矩阵 Μχ ≈Η ΓΗ

, Γ Η 通过计算可得 Μχ 即系统可

控 根据线性系统理论 可以设计状态反馈控制器将

期 张冬军等 环型二级倒立摆的控制研究与实现



闭环系统的极点配置在 Σ 域任意位置 状态反馈控

制器形式为

υ κ Κ πΞ κ

同样地 系统也是可观的 即可以设计状态观测器来

求取系统中没有直接测量的速度变量 但是为方便

起见 同时由于光电编码器的信号较为可靠 我们实

际采用角度量的差分来近似速度量

  为了考察系统的相对可控性能 计算系统可控

矩阵的奇异值

Θ ≈Βϖ  ΑΒ  Αϖ Βϖ  Αϖ Βϖ  Αϖ Βϖ  Αϖ Βϖ

Δ ¬≈∞ √ ∏ Θ3 Θ
≈∞ √ ∏ Θ3 Θ

  从 Δ值来看 系统可控性能较好 对单级倒立摆

控制系统 通过实验≈ 我们已经得出结论 在

± ! ± ≠ 以及 Λ 急电配置 中控制方法中 ± ≠

具有最佳的控制效果 因此 对于环型二级倒立摆

我们直接采用 ± ≠ 控制策略设计控制器 输出线

性二次型最优控制策略设计过程如下

  设输出反馈调节律的形式为υ κ Κ ψΞ κ

此时可通过使二次型性能指标函数

ϑψ Ε
]

κ

Ψ κ ×ΘψΨ κ υ κ ×Ρ ψυ κ

为最小 求得反馈矩阵

Κ ψ Η ×ΣΗ Ρ ψ Η ×ΣΓ

其中 Σ 由下列黎卡蒂 方程获得

Γ ×ΣΓ Γ ×ΣΗ Η ×ΣΗ Ρ ψ

Η ×ΣΓ Χ×ΘψΧ Σ

  Θψ!Ρ ψ 分别用来对输出向量 Ψ κ !控制向量 υ

κ 在性能指标中的相对重要性进行加权 一般地

取 Ρ ψ

4  仿真及实控结果 Σιμ υλατιον ανδ αχτυαλ

χοντρολρεσυλτσ

首先对实验系统进行仿真实验 仿真环境为

× ∂ 中的 ≥ ∂ 仿真

结构如图 所示

图  仿真系统结构图

ƒ  × ∏ ∏ ∏

仿真中状态反馈矩阵为

Κ ψ ≈ 1 1 1

1 1 1

系统初始状态为

ξ ≈ 1

图  环行二级倒立摆的系统仿真曲线

ƒ  × ∏ ∏ √ ∏ √ ∏∏
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  环型二级倒立摆系统仿真的水平连杆!下摆角

度!上摆角度以及控制量的结果曲线如图 所示

  对实际的环型二级倒立控制系统进行实控 并

通过对实际系统的在线调节 获得实际控制系统中

的状态反馈矩阵为

Κ ψ ≈ 1 1 1 1 1 1

  实际环型二级倒立摆系统的控制过程中各对应

变量的控制曲线如图 所示

图  环行二级倒立摆系统的实际控制的曲线记录

ƒ  × ∏ ∏ √ ∏ √ ∏∏

  从上面所做出的系统控制曲线中可以看出

  由于系统的非线性以及建模误差 反馈控制

矩阵在实际的控制系统中还要设计者根据实际情况

来进行一定的调节

  由于实际系统中减速齿轮的间隙以及非线

性摩擦力的影响 实际系统运行中存在一定程度的

抖动

  无论是仿真还是实际控制时 平行连杆的角

度都存在较大的稳态误差 这是因为为了稳定倒立

的两个摆杆 平行连杆的反馈参数相对较小 当倒立

的摆杆保持稳定时 由于摩擦力的作用 平行连杆不

能回到指定的位置

  实验结果证明输出线性二次型最优控制器

能够控制环型串联二级倒立摆 并且具有较好的稳

态特性

5 结论 Χονχλυσιονσ

本文通过理论分析!仿真实验并结合先进的运

动控制板!高精度电机 在微机和控制软件的辅助

下 成功地将实际的旋转串型倒立摆稳定在垂直倒

立状态 实际系统的控制结果证实本文提出的控制

策略是有效的 并且表现出较好的控制性能 但连杆

的定位控制不能通过线性控制器来实现 因此接下

来需要设计控制器改善连杆的稳态特性和整个控制

系统的鲁棒性 消除由于齿轮间隙造成的震动
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