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摘　要: 建立了集中水流作用下均质土壤坡面上细沟侵蚀动态模拟数学模型。模型包括根据质量守恒原理推导而得到的变

沟宽水流连续性方程和泥沙运移方程; 根据动量守恒方程推得到的水流动力学方程; 由紊流冲击分布概率来确定的土壤剥

离方程; 过量泥沙采用沉积的一阶沉积方程。模型还考虑了沟床形态、水流动力、土壤侵蚀与泥沙沉积形成相互依赖的反馈

环, 具有表达细沟的空间变化和时间演变的能力。给出了利用有限元方法对水动力学方程及泥沙运移连续方程进行顺序求

解的数值计算公式以及模型数值求解的具体步骤。
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0　引　言

土壤侵蚀形成的细沟, 既是坡面侵蚀的来源又是泥

沙输运的通道, 在坡地侵蚀中具有极其重要的地位。通

常侵蚀量大的地方, 细沟侵蚀很活跃[ 1- 7 ]。侵蚀细沟形

态随时间与空间不断演变, 这种演变反过来影响细沟中

水流的水力学特性。水流是坡面水蚀过程的驱动力, 细

沟水流水力特性的动态变化将引起侵蚀细沟形态的演

变。因此, 细沟演化的过程形成了一个侵蚀、水流水力学

特性、沟床形态变化间相互影响的互反馈环。沟中水流

流速、深度、细沟宽度、水力糙度、局部细沟坡度、阻力坡

度、侵蚀速率等都是细沟演变过程中随时空变化的函

数。该研究的目的是采用理论分析, 建立描述细沟侵蚀

过程及其形态发育演变过程的模拟模型, 给出相应的求

解方法。

现有的许多模型通过许多假设及相应的数学模型

来简化对细沟侵蚀的描述。作出这些简化的理由很多。

首先, 这些模型大多数以水土保持中所需的土壤侵蚀预

报为目的, 而不关心侵蚀过程的机理。对于整个细沟土

壤侵蚀过程的完整描述, 涉及到许多复杂的数学公式,

有些往往不适用于土壤侵蚀预报, 并且有些还满足不了

侵蚀预报的精度。造成这些现象的主要原因是, 即使在

相同的环境条件下土壤侵蚀量差异也很大[ 8 ]。到目前为

止, 已有的模型还没有涉及到细沟侵蚀中细沟形态演化

即随时空变化的问题。例如, 现阶段影响较大的W EPP

模型[ 6, 9, 10 ] , GU EST 模型[ 11 ]及 Eu roSEM 模型[ 12 ] , 均假

定恒定的细沟宽度、不变的水力糙度、随距离线性变化

的流量、不随时空变化的坡度。上述三个模型描述细沟

的时空变化都有局限性。该三个模型以及其他一些模

型, 在给予恰当的参数, 可以适用于一般的土壤侵蚀预

报目的, 但都不能模拟细沟形态演化动态过程。

本项研究是为了建立模拟坡面侵蚀细沟演变过程

的数学模型。该模型能反映细沟侵蚀动态过程、细沟沟

床形态变化及其中水流水力学特性的动态互反馈作用,

同时反映细沟瞬时形态的特征与时空变化。根据局部土

壤剥离和泥沙沉积量可以对局部沟坡与宽度的变化随

时进行动态更新。沟坡的变化将引起相关联的水流速

度、剪切应力、能量等一系列变化, 这些变化反过来又影

响水流剥离、输送和沉积泥沙量。该模型采用了一组完

整的水动力学方程组, 包括一个以概率论为基础的土壤

剥蚀模型、一个用于细沟侵蚀的新型泥沙运移方程。本

文还叙述理论模型的有限元数值求解方法。

1　模型的描述

1. 1　水动力学方程

均匀沟宽的一维水动力学方程已有过广泛的讨

论[ 13- 15 ]。本研究所针对的是沟宽非均匀并不断地动态

变化的情况。根据质量守恒原理, 变沟宽的水流连续性

方程给出如下

5(hw )
5t

+
5(uhw )

5x
= Ρw (1)

式中 　x —— 笛卡尔坐标,m ; t—— 时间, s; h (x ,

t) —— 铅直度量的水流深度,m ; u (x , t) —— 水流关于

深度与宽度在 x 方向上的平均流速,m ös; w (x , t) ——

细沟宽度,m ; Ρ(x , t) —— 水流流量沿沟长的增减量,

m ös, 当降雨量超过入渗量或有地下渗流溢出时, Ρ(x ,

t) 为正值, 当有沿程损失 (如入渗) 时 Ρ(x , t) 为负值。

在变沟宽条件下的动量守恒方程如下[ 16 ]

5(uhw )
5t

+
5(u 2hw )

5x
+

g
2

5(h 2w )
5x

=

　 - g hw
S x

1 + S 2
x

+ S f x + F Cnhw nx (2)

式中 　g —— 重力加速度,m ös2; S x (x , t) —— 细沟的

坡度,m öm ; S f x (x , t) ——阻力坡度[ 17 ] ,m öm , 具有下列

表达式
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S f x =
C
u

2 1
h

(3)

其中　C (m 1ö2ös) —— 水流阻力系数, 有下式确定[ 17 ]

C =
8g
f

(4)

式中　f ——D arcy2W eisbach 水力摩擦系数。

细沟的坡度简单地由下式给出

S x =
5z
5x

(5)

式中　z (x , t) —— 沟底地表高程,m。

式 (2) 中的 F Cn 为由土壤表面曲率引起的离心加速

度对动量的贡献, 该项可表示为

F Cn =
u 2

R n
(6)

其中

R n =
(1 + S 2

x )
3
2

5S x

5x

(7)

单位矢量在 x 轴上的投影, 切矢量 nx 由下式确定

nx = - S x (8)

1. 2　泥沙连续方程

与变沟宽细沟水流相联系的泥沙运移过程由下式

给出

hw
5c
5t

+ hw u
5c
5x

=
5

5x
hw D H

5c
5x

+ (S ss - cΡ)w (9)

式中　c (x , t) ——泥沙含量, kgõm - 3; S ss (x , t) ——泥

沙源ö汇项, kgö(m 2õ s) ; D H ——泥沙在水中的扩散系

数, m 2ös。式 (9) 中的扩散系数在泥沙输运方程中并不

常用, 与D H 有关的数据十分有限。然而, 物理上该过程

的存在是肯定的, 特别是对于将问题作为一维情况处理

时, 沟中水流断面上任一时刻、任一点总表现出不同的

速度分布, 这种速度差异可以产生于水流的几何断面的

变化, 同时还有自由水流与流体边界层间的流速差异,

这些都是泥沙在水流中动力扩散的原因。

1. 3　泥沙源ö汇项

在土壤侵蚀中, 用式 (9) 表示泥沙连续方程是无可

争议的。然而, 式 (9)中的泥沙源ö汇项则有很多不同的

表达式, 并且一直是土壤侵蚀界一个倍受关注的问

题[ 1, 2, 12, 18- 27 ]。在该侵蚀模型, 使用与输沙能力相关的概

念。当水流泥沙含量小于局部的水流输沙能力 (所能携

带的含沙量)时, 水流使土壤剥离; 当水流泥沙含量超过

局部的水流输沙能力时, 水流中的泥沙开始沉积。

1. 3. 1　剥离速率

紊流是导致土壤剥蚀的原因[ 28 ]。现在, 所有的以物

理过程为基础的土壤侵蚀模型都采用平均水流参数, 如

平均水流剪切应力[ 6 ]或单位水流功率[ 26 ]等。本研究中,

采用由水流的紊动特性计算土壤剥蚀的模型。N earing

等[ 27 ]对该表达方法进行了详细描述。由紊流引起的土

壤剥离的这种关系式具有下列形式

E = F PM (10)

其中　E —— 土壤剥蚀率, kgö(m 2 õ s) ; F —— 紊流冲

击的时空分布频率, 1ö(sõ m 2) ; P —— 引发土壤剥离

(失效事件) 的概率; M —— 每一个失效事件平均所剥

离的土壤质量, kg。上述方程式也可以写成下列形式

E = K C P h 1ö2S 3ö2
x (11)

式 中 　K —— 经 验 系 数, 可 由 试 验 数 据 确 定;

C——Chezy 糙度系数; h—— 水流深度,m ; S x —— 摩

擦坡度,m öm。土壤剥离的概率 P 是下列两个分布函数

的重叠部分的值: 一个是土壤的拉伸应力, 它是土壤对

被剥离的阻力; 另一个是地表土壤受到紊流冲击作用时

所经受的紊流剪切应力 (图1)。E 为最大可能剥离速率,

即清水的剥离速率。实际的源项值 S ss 与最大可能剥离

速率及水流中的含沙量有关。计算方法在下文中讨论。

图 1　剪切应力及拉伸强度正态分布函数

F ig. 1　D istribu tion function fo r shear

stress and tensile strength

1. 3. 2　输沙能力

该模型中所采用的输沙能力关系式为研究细沟侵

蚀最新的室内试验结果, 表达式如下[ 7 ]

log10 (T c) = A +
B e [a+ blog (Ξ) ]

1 + e [a+ blog (Ξ) ] (12)

式中 　T c—— 输沙能力, kgö(m õ s) ; a = 0. 845, b =

0. 412,A = - 34. 47,B = 38. 61。Ξ—— 定义为水流功

率, gös3, 由下式给出

Ξ = ΘgS x q (13)

式中 　q—— 单宽水流量,m 2ös; Θ—— 水的容重,

göcm 3。

1. 3. 3　剥离、输沙的耦合

最大可能剥离速率 E , 用来描述清水、紊流对土壤

剥离能力。水流中泥沙的存在, 会降低实际的剥离速率。

一个很清楚的原因是泥沙对紊流速度脉动的影响。

E in stein 等[ 29 ]及V anon i[ 30 ]都曾说明, 水流中泥沙的存

在会导致紊流强度的减弱。Ro se 等[ 21, 22 ]及H airsine 和

Ro se [ 23, 24 ]认为水流中泥沙对剥离速率的影响是, 泥沙

在输运过程中不断地在沟床沉积和再次启动, 保护着沟

床的同时, 使剥离速率降低。Fo ster 与M eyer[ 31 ]、M eyer

等[ 32 ]认为, 泥沙存在使剥离速率降低是输沙过程要消

耗能量, 从而使得水剥离土壤的能量减少。

在该模型中用下列公式来计算水流中的泥沙对剥

离速率降低的关系:

S ss = E 1 -
cq
T c

(14)

1. 3. 4　泥沙沉积

当水流的输沙量 (cq) 大于水流的输沙能力 T c 时,
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泥沙就开始沉积, 沉积速度过量泥沙有关, 可以由下列

一阶沉积表达式进行计算

S ss = - Β(cq - T c) (15)

式中　Β—— 一阶经验沉积系数, 1öm。

1. 4　沟床的瞬态演变

1. 4. 1　沟底高程的变化

细沟水流输沙能力随时间和空间变化, 同时是水流

功率的函数。水流功率又是沟宽、水深、流速和局部阻力

坡度的函数。输沙能力的差异, 不仅会影响沿沟长剥离

量与沉积量的变化, 还会引起由剥离向沉积过程 (或由

沉积向剥离) 的转化。因此, 即使起始时由均质土壤形

成的一条坡度、宽度一定从而流速均一的细沟, 在侵蚀

过程中沟宽、坡度的随机变化会引起输沙能力的变化,

导致泥沙连续性方程中源项的变化。

局部的土壤剥离和泥沙沉积会引起局部沟坡的瞬

态变化, 原因是沟床随时间是非均匀侵蚀。在时间段

(d t) 内水流由地表剥离或沉积到地表面积 (w dx ) 上的

泥沙量将引起地表土壤质量的改变, 其量值为 (S ss w dx

d t) , 该质量用地表高程的变化来表示则为

S ssw dx d t = Θb (5z ö5t)w d tdx (16)

式中 　Θb—— 土壤的体积密度, kgöm 3。根据质量守恒

定律可得: 水流对细沟土壤的剥离量或泥沙从水流中沉

积下来的沉积量等于细沟沟床被剥离或从水流中沉积

到地表的泥沙量, 即

S ssw dx d t = - Θb
5z
5t

d tw dx (17)

5z
5t

= -
1
Θb

S ss (18)

对式 (17) 积分得到

z (x , t) = -
1
Θb∫

t

S ss (x , t) d t + f 0 (x ) (19)

其中, f 0 (x ) 为侵蚀过程开始时沟底的初始形态函数。

S ss (x , t) û x = x 1 表示沉积过程。在此情况下 z (x , t) >

f 0 (x ) , 表示泥沙向表面的沉积使高程增加。反之, 对于

剥离的情况, 则有 z (x , t) < f 0 (x ) 及 S ss (x , t) > 0。

1. 4. 2　沟宽变化

当细沟中某一部分发生沉积时, 引起其上游的沟坡

减缓, 流速也相应降低; 沉积处沟宽相应增加, 由于质量

守恒, 水流深度减低。在细沟变宽的过程中, 水流质量未

变。因此, 根据质量守恒定律, 我们得到

V 1w 1H 1 = V 2w 2H 2 (20)

式中 　V 1,V 2—— 分别为沉积开始及结束时流体的速

度,m ös; w 1,w 2—— 沟宽,m ; H 1, H 2—— 水流深度,

m , 它们之间的关系为

V 2 = V 　t= t1 +
5V
5t

∃ t
t= t1

= V 1 + ∃V

w 2 = w 　t= t1 +
5w
5t

∃ t
t= t1

= w 1 + ∃w

H 2 = H 　t= t1 +
5H
5t

∃ t
t= t1

= H 1 + ∃H

(21)

式中, ∃ t = t2 - t1 > 0。

此处, 我们设定沉积的泥沙总深度中的有一部分垫

高了沟底, 从而减低了水的深度, 即

H 2 = H 1 + Β∃z (22)

式中0≤Β≤1为沉积引起水深降低的系数。由于∃V 很

小, 为了求得 ∃z , 我们做了进一步假定 ∃V = 0, 则可得

到沟宽w 2 的演变方程如下

w 2 =
w 1H 1

H 1 + Β∃z
(23)

当沉积发生时, ∃z < 0, 可以由式 (23) 看出,w 2 大

于w 1, 即沟宽增加。

当水深减小到一定极限 H m in 时, 假定水深不能再

进一步减小, 即假设

H 1 + Β∃z ≥H m in (24)

从而

w 2 ≤
w 1H 1

H m in
(25)

2　 有限元计算方法与计算公式

2. 1　数值公式

采用有限元方法 (FEM ) 来求解这些数学模型方程

(式 (1)、(2)、(9) )。为了降低存储量和提高计算速度, 采

用顺序求解的方法。在每一个时间步长中, 我们将方程

(1) 中的 u、(2) 中的 h 及它们相应的偏导数作为已知

值, 由前一步计算得到。在方程 (9) 中 u、h、S ss 为该时间

步长中由方程式 (1) 及 (2) 计算得到的结果。在每一个

单元中, 宽度w 总是取为常量, 为节点宽度的平均值。

从而, h、u、c 通过顺序求解方程式 (1)、(2)、(9) 依次得

到。

采用这种求解方法和两节点的线性单元, 模拟这些

过程的有限元数值公式为

w
- (e)

L
6

2 1

1 2
5h
5t

+
u

- (e)

w
- (e)

2
- 1 1

- 1 1
+ u x

- (e)

w
- (e)

+ u
- (e)

w x

- (e) L
6

2 1

1 2
{h} =

w
- (e)

L
6

2 1

1 2
{Ρ} (26)

L
6

2 1

1 2
5u
5t

+
u

- (e)

2
- 1 1

- 1 1
+

Ρ
- (e)

L

6 h
- (e)

2 1

1 2
{h} = -

g
2

- 1 1

- 1 1
{h} -

g h
- (e)

4 w
- (e)

- 1 1

- 1 1
{w } -

gL
6

　　　
2 1

1 2
S x 0

- (e)

{S x } + S f x

- (e)

{u t- ∃ t} - F Cn

- (e)

{nx } (27)

　　 hL
6

2 1

1 2
5c
5t

+
u

- (e)

2
- 1 1

- 1 1
+

D H

- (e)

L

1 - 1

- 1 1
+

Ρ
- (e)

L

6 h
- (e)

2 1

1 2
{c} =

L

6 h
- (e)

2 1

1 2
{S } (28)
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式中 　 u
- (e)

, h
- (e)

, c
- (e)

, w
- (e)

, Ρ
- (e)

, D H

- (e)

, u x

- (e)

, w x

- (e)

, S x 0

- (e)

, S f x

- (e)

,

F Cn

- (e)

—— 相应变量在单元 e 内的平均值; L —— 单元的

长度。

上述三个方程可由一个通用的方程表示为

[p
(e) ]{Υ

õ
} + [k

(e) ]{Υ} - {f
(e) } = {0} (29)

其中, {Υ}为{h}、{u}或{c}, (p )、(k )、{f }分别为每一个

单元中各方程的质量矩阵、刚度矩阵、力矢量。

由式 (26)、(27)、(28) 给出的方程组, 是关于时间

的常微分方程组。可用时间“步进积分”方法获得不同

时间步长中的解答, 采用有限差分方法处理。

将单元矩阵组集, 得到求解问题的方程组, 所涉及

的总刚矩阵 ( [A ])、总力矢量{B } 由下列公式确定

[A ]{Υ} = {B } (30)

[A ] = ∑
N

e= 1
p + Η∃ t[k

(e) ] (31)

{B } = ∑
N

e= 1
[p

(e) ] - (1 - Η) ∃ t[k
(e) ] {Υ} t + ∃ t{f

(e) }

(32)

式中　Η= 0,
1
2

, 1 分别表示时间的不同差分格式。

2. 2　求解步骤

程序框架结构如下描述

1) 输入数据: ①细沟信息数据: 初始条件与边界条

件, 高程, 宽度, 求解时流速、水深、泥沙含量的误差限;

②土壤信息数据: 抗拉强度及其方差或变差系数等。

2) 对各参数进行初始化。

3) 求解根据质量与动量守恒所建立的水力学方程

(26)与 (27) , 得到流速和水深值。

4) 用 (15)式计算出输沙能力。

5) 计算剥离速率或沉积速率。如果水流载沙量小

于其对应的输沙能力, 用式 (17)计算剥离速率; 反之, 则

用式 (18)计算沉积速率。

6 ) 用式 (30) , 求解输沙连续性方程, 得到泥沙含

量。

7) 计算与前一时间步长相比较 (或第一个时间步

长与初始值比较)的速度、水深、泥沙含量误差。

8) 检验误差

如果速度、水深、泥沙含量的误差限中一个或几个

大于设定值, 回到第 3 步进行迭代计算, 否则, 继续进行

下一步 9)。

9) 由泥沙源汇项, 即式 (21)计算沟底高程变化。

10) 用式 (25)计算细沟宽度的演化。

11) 用新获取的沟底高程数据, 用式 (5) 或其他合

适的方法计算细沟沟床坡度。

12) 检验时间步数。如果达到所需的时间步数和总

的时间长度, 停止计算。否则, 回到第 3 步, 进行下一个

时间步长的计算。

3　模型的意义与局限

如上所述, 集中水流影响下细沟土壤侵蚀与细沟形

态的演变在土壤侵蚀与泥沙运移中十分重要。因此, 模

拟侵蚀细沟中土壤水蚀过程具有重要意义且应该包括

所有不同的相关过程。由流速和水深所定量刻画的水流

动力是土壤水蚀的首要原因。细沟中土壤剥离特性受水

力学特性、土壤表面形态及其变化的影响。泥沙运动由

水流携带土壤颗粒的能力和土壤与水之间的交互作用

(如泥沙在水中的水动力扩散)等确定。细沟中土壤从地

表的剥离和水流中的泥沙向地表的沉积, 会改变沟床的

形态 (高程、宽度) , 这种改变反过来又影响水流的水力

学特性, 进而影响产沙过程。

该模型概括了以上所阐述的各个方面。该模型及其

数值计算公式可以作为一种工具, 用于优化土壤在水流

中扩散所需的参数 (D H ) 及泥沙沉积参数 (Β) , 这两个

参数用其他方法是很难确定的。另外, 处理产沙过程 (如

土壤剥离、沉积、扩散)的方法也得到了实际和定量的说

明。

该模型用基于紊流的土壤剥离函数来确定土壤的

剥离速率, 效果良好, 但以前没有明确地把它用于细沟

侵蚀模型。

沟床高程的演化及其对细沟局部坡度、水力特性及

产沙的影响可用该模型来模拟。水力学特性、沟坡、土壤

剥离ö沉积、高程改变、坡度与水力学特性的改变处理成

为交互作用下互反馈的过程。通过该模型可以把一个过

程对另一个过程的影响效果以及和泥沙沉积相关联的

细沟变宽的过程和结果等都定量地加以模拟和说明。

尽管模型能够说明土壤水蚀的诸多方面, 但如何将某些

过程 (诸如细沟中的跌坎、细沟的变窄等) 也考虑进去,

尚需进一步深入研究。此外, 对于该模型的试验验证将
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Sim ulation study on dynam ic r ill erosion processes:
mathematica l m odels and FEM form ulation
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Abstract: A series of m athem atica lm odels w ere fo rm u la ted fo r the dynam ic sim u la t ion of the h ill slope rill ero sion

of hom ogeneou s so il body under concen tra ted flow. T he m odels include the fo llow ing com ponen ts: the

con t inua t ion equat ion of w ater f low in rills of variab le w id th based on m ass con serva t ion; the hydrodynam ic

equat ion of rill f low based upon m om en tum con serva t ion; the sed im en t t ran spo rta t ion equat ion based on m ass

con serva t ion; so il detachm en t equat ion based on the p robab ility of tu rbu len t bu rsts; as w ell as the equat ion of

sed im en t depo sit ion of the first o rder. T he m odel takes in to accoun ts of the in terdependen t feed back loop of rill

m o rpho logy, hydrodynam ics, so il ero sion, and sed im en t depo sit ion. N um erica l fo rm u la w ith fin ite elem en t

m ethod fo r the hydrodynam ic and sed im en ta t ion p rocesses w ere g iven fo r sequen t ia l so lu t ion to the m odel

equat ion s. T he sim u la t ion p rocedu res w ere ou t lined.

Key words: rill ero sion; m odel; dynam ic p rocesses; f in ite elem en t m ethods; hydrodynam ics; p robab ilist ic

m odeling
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