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摘　要　目前的分布估计算法（ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ）中概率模型的学习或多或少存在着对先验知

识的依赖，而这些先验知识往往是不可预知的．针对这一问题，文中提出采用集成学习（ｅｎｓｅｍｂｌｅｌｅａｒｎｉｎｇ）的思想

实现ＥＤＡｓ中概率模型结构和参数的自动学习，并提出了一种基于递增学习策略的连续域分布估计算法，该算法

采用贪心ＥＭ算法来实现高斯混合模型（ＧＭＭ）的递增学习，在不需要任何先验知识的情况下，实现模型结构和参

数的自动学习．通过一组函数优化实验对该算法的性能进行了考查，并与其它同类算法进行了比较．实验结果表明

该方法是有效的，并且，相比其它同类ＥＤＡｓ，该算法用相对少的迭代，可以得到同样或者更好的结果．
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１　引　言

分布估计算法（ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＡｌ

ｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＥＤＡｓ，也称为基于概率模型的演化算法，

或学习优化算法）［１２］是一类新的进化算法，它通过

采用概率模型，对每一代搜索得到的优良解进行学

习，进而探索问题的内在结构，再利用该模型引导算

法进行搜索，以加速最优解的获得．分布估计算法已

被用于求解组合优化［３７］和连续优化［８１４］两类主要

的优化问题，结果表明这是一类新的高效优化搜索

算法．

概率模型的选择与学习是分布估计算法的核

心．简单概率模型（如概率矢量模型
［６］）由于无法有

效描述变量之间复杂的联结关系（Ｌｉｎｋａｇｅ），使算法

仅适用于一部分简单优化问题．而复杂模型（如

ＧａｕｓｓｉａｎＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ
［１５］、ＢａｙｅｓｉａｎＮｅｔｗｏｒｋｓ

［５］）

则可以较好地描述变量间的联结关系，使算法具有

更好的通用性．但是，基于有限样本的复杂模型学习

本身又是一个相当复杂的问题，因此，如何设计更为

有效的模型学习方法，以进一步提高ＥＤＡ的优化

性能和计算效率，即成为该领域的一个研究重点．

在连续优化研究领域，目前已知的大多数

ＥＤＡｓ采用高斯模型来建模解空间中“好”的区域．

早期的ＥＤＡｓ
［８１０］采用单一高斯模型来建模每个变

量，并假设变量间是相互独立的．这种单变量概率

模型在处理变量间存在复杂依赖关系的问题时表

现不好．高斯混合模型（ＧａｕｓｓｉａｎＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ，

ＧＭＭ）能有效描述变量间的依赖关系，因此被后来

的连续优化ＥＤＡｓ广泛采用
［１４１６］．ＧＭＭ 的学习包

括结构学习和参数学习两部分．在已知ＥＤＡｓ中，这

两部分学习是分别进行的，方法主要有基于聚类的

算法和期望最大（ＥＭ）算法两大类．采用聚类方法

估计高斯混合模型一般需要一定的先验知识，如聚

类的个数［１７］或不同类之间的最小距离［１５］，这在

ＥＤＡｓ执行过程中往往无法预知．文献［１６］采用了

另外一种聚类方法ＲＰＣＬ（ＲｉｖａｌＰｅｎａｌｉｚｅｄＣｏｍｐｅｔｉ

ｔｉｖｅＬｅａｒｎｉｎｇ）
［１９］，可以有效减少对先验知识的依

赖．ＲＰＣＬ先指定一个远大于实际聚类数目的“初始

聚类数”，然后在执行过程中根据一定的准则自动消

除不存在的类，直至达到预定的精度．ＲＰＣＬ算法还

是需要对实际聚类数目的上界有一个预估，以确定

“初始聚类数”．文献［１６］中，为了满足模型估计的需

要，维持了一个较大的群体规模（２０００）．事实上，所

有采用聚类方法估计ＧＭＭ的ＥＤＡｓ都把概率模型

学习分成两步来进行：先对所有筛选出的较优个体

进行聚类，然后再根据聚类结果估计各高斯混合分

量和混合系数．采用ＥＭ 算法学习ＧＭＭ 存在以下

两点不足：ＥＭ 算法需要事先知道ＧＭＭ 中高斯分

量的个数，而这在ＥＤＡｓ执行过程中是无法预知的；

另外ＥＭ算法对参数的初始值比较敏感，容易陷入

似然函数的局部最优．是否存在一种方法，能够不依

赖任何先验知识，在完成参数学习的同时实现模型

结构的自动学习？

一直以来，在机器学习有监督学习领域同样存

在着模型结构学习的问题，即在有限训练样本的情

况下，如何通过自动学习得到分类器的结构（如神经

网络的隐层节点数），以获得满意的分类精度和泛化

能力．近年来发展出一类新的高效分类器构造方

法———集成学习（ＥｎｓｅｍｂｌｅＬｅａｒｎｉｎｇ）．其基本思想

是：以某种方式将若干个分类效果不一定很好的

“弱”分类器集成在一起，实现一个具有很高分类精

度和泛化能力的“强”分类器．大量研究与应用表明，

这种多分类器集成（ＭｕｌｔｉｐｌｅＣｌａｓｓｉｆｉｅｒｓＥｎｓｅｍｂｌｅ）

的方法能够有效克服传统单分类器结构难确定的问

题，同时达到很高的分类精度和泛化能力．在ＥＤＡｓ

领域，也存在着对模型描述精度和泛化能力两方面

的要求．文献［２０２１］的研究结果表明，采用集成学

习的方法，同样能够有效提高概率模型的描述精度

和泛化能力．此外，本文引入集成学习的主要目的是

实现模型结构与参数的同时学习，进一步降低算法

对先验知识的依赖，以提高ＥＤＡ的自适应能力．

贪心ＥＭ算法
［２２］是实现 ＧＭＭ 综合学习的一

种有效方法，它以递增的方式线性组合多个“弱”模

型（单高斯分量），进而得到一个具有很高似然度的

“强”模型（高斯混合模型），使得最后所得到的混合

模型可以有效地逼近任意复杂的概率分布．本文将

贪心ＥＭ 算法引入ＥＤＡｓ，提出了一个基于递增估

计ＧＭＭ 的ＥＤＡ，与此前ＥＤＡｓ不同之处在于，该

算法可以在估计概率分布的过程中自动地学习模型

结构和参数，而不需要聚类和先验知识．另外，由于

其贪心的本性，使得整个ＥＤＡ的时间复杂度也相

对较低．通过一组典型的测试函数对算法性能进行

了考察，并与其它几种同类算法进行了比较．实验结

果表明本文算法可以较少的迭代次数搜索到同样甚

至更好的解．
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２　递增学习犌犕犕的贪心犈犕算法

在计算智能领域，有限混合概率模型被广泛用

于描述存在不同统计分量的样本群体，一般表示

如下：

犳犽（狓）＝∑
犽

犼＝１

狑犼（狓；θ犼） （１）

其中，（狓；θ犼）是第犼个分量的数学描述，θ犼是它的

参数，狑犼是第犼个分量的混合系数，犽是混合模型中

分量的个数．

对于高斯混合模型，第犼个分量（狓；θ犼）是一个

犱维高斯概率密度函数：

（狓；θ犼）＝（狓；μ犼，σ犼）

＝ （２π）－
犱
２狘σ犼狘

－
１
２ｅ

－
１
２
（狓－μ犼

）Ｔσ
犼
－１（狓－μ犼［ ］）

　（２）

其中，μ犼和σ犼是第犼个分量的均值和协方差矩阵，合

起来用θ犼表示．

用ＥＭ算法估计ＧＭＭ 就是估计｛狑犼，μ犼，σ犼｝．

首先要设定混合分量的个数犽、初始参数｛狑０，μ０，

σ０｝和一组训练数据，通过不断更新参数μ、σ和狑

来保证似然度单调地增加．文献［２３］证明可以通过

递增方式逐渐增加混合分量以最大化似然函数，如

果新的混合分量是通过一种优化的方式来增加的，

那么这种方式就可以学习式（１）所表示的任何混合

分布．基于此，文献［２２］提出了一种贪心ＥＭ 算法，

它从一个高斯分量开始，逐渐增加混合分量，直到满

足预定终止判据．具体地，贪心ＥＭ 算法包括两个

主要迭代步骤［２２］：首先通过全局搜索找到新增分量

的一组初始参数；然后通过局部搜索更新新分量的

参数使得似然度最大．

在学习过程中，设某一新分量（狓；θ）被加入一

个已有犽个分量的混合密度函数犳犽（狓），则新的混

合密度如下式所示：

犳犽＋１（狓）＝ （１－α）犳犽（狓）＋α（狓；θ） （３）

其中，０＜α＜１．算法的目标是优化权重α和参数向

量θ，以最大化如下对数似然：

犔犽＋１＝∑
狀

犻＝１

ｌｏｇ犳犽＋１（狓犻）

＝∑
狀

犻＝１

ｌｏｇ［（１－α）犳犽（狓犻）＋α（狓犻；θ）］（４）

　　重复执行上述过程直到满足预定终止判据．对

于高斯混合模型，最大似然的学习可以简化为迭代

地学习只有两个分量的混合模型犳犽＋１（狓）（如式（３）

所示），其中，第一个分量是已有混合模型犳犽（狓），第

二个分量是新增分量（狓；θ），并且第一个分量被设

为不变，因此，算法的核心就是优化权重系数α和新

增分量的参数θ＝｛μ，σ｝．文献［２２］采用以下两步搜

索来优化参数α、μ和σ，以最大化犔犽＋１．

首先，通过全局搜索找到一组新增分量的初始

参数μ、σ和α．为此，在α０＝０．５处对犔犽＋１做二阶泰

勒展开，并最大化关于α的二次函数，得到似然函数

的一个近似：

︵
犔犽＋１ ＝犔犽＋１（α０）－

犔′犽＋１（α０［ ］）２

２犔″犽＋１（α０）
（５）

这里犔′犽＋１和犔″犽＋１是犔犽＋１关于α的一次和二次微分．

定义：

δ（狓，θ）＝
犳犽（狓）－（狓；θ）

犳犽（狓）＋（狓；θ）
（６）

那么犔犽＋１在α０＝０．５附近的局部最优可求得如下：

︵
犔犽＋１＝∑

狀

犻＝１

ｌｏｇ
犳犽（狓犻）＋（狓犻；θ）

２
＋
１

２

∑
狀

犻＝１

δ（狓犻，θ［ ］）
２

∑
狀

犻＝１

δ
２（狓犻，θ）

（７）

此时α取值如下：

α
⌒
＝
１

２
－
１

２

∑
狀

犻＝１

δ（狓犻，θ）

∑
狀

犻＝１

δ
２（狓犻，θ）

（８）

然后估计新分量的均值μ和协方差矩阵σ 的初值．

从式（６）可得
︵
犔犽＋１只依赖于（狓犻；μ，σ），因为协方差

矩阵σ＝σ
２
犱犐（σ犱是常数）是μ到样本狓犻欧氏距离的

一个函数，因此如果限制只为样本狓犼全局搜索新的

μ，那么对于所有的μ，求
︵
犔犽＋１就需要在算法开始时

计算所有样本之间的欧氏距离‖狓犻－狓犼‖．

第二步，通过一种局部搜索来更新新分量的参

数，这可以通过ｐａｒｔｉａｌＥＭ 算法
［２２］来实现，因为在

分配新的分量时，旧的混合模型犳犽（狓）的参数是不

变的，ｐａｒｔｉａｌＥＭ 算法可以只更新α和新增分量的

参数μ和σ，这个过程简单而且快速．

至此，学习高斯混合模型的贪心ＥＭ 算法可以

归纳如下．

算法１．　贪心ＥＭ算法
［２２］．

１．初始化一个高斯分量，μ＝犈［狓］和σ＝犆狅狏（狓）；

２．搜索所有样本狓犼，为新分量找到合适的候选点狓

犼，

设定μ为狓

犼 使得最大化对数似然（式（７））；

３．用估计的μ、σ和α
⌒
值初始化ｐａｒｔｉａｌＥＭ算法；

４．应用ｐａｒｔｉａｌＥＭ更新μ、σ和α
⌒，直到满足收敛收条：

犔狋犽／犔
狋－１
犽 －１ ＜１０

－６；

５．如果犔犽＋１犔犽，则算法终止，否则返回到步２．
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３　基于递增学习犌犕犕的连续优化算法

在ＥＤＡｓ框架下，通过采用贪心ＥＭ 算法学习

高斯混合模型，得到基于递增学习 ＧＭＭ 的ＥＤＡ

（Ｐｒｏｇｒｅｓｓｉｖｅ Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ Ａｌｇｏ

ｒｉｔｈｍｓ，ＰＥＤＡ），如下所示．

算法２．　ＰＥＤＡ．

１．随机产生犖 个个体→犇犾；

２．Ｆｏｒ犾＝１，２，…直到满足终止条件

（ａ）从犇犾－１选择犛犲犖 个个体→犇
犛
犲

犾－１
；

（ｂ）基于犇
犛
犲

犾－１
使用贪心ＥＭ算法估计ＧＭＭ的概率密

度函数→狆犾（狓）；

（ｃ）由狆犾（狓）采样得到犖 个新个体→犇犾；

３．Ｅｎｄ

由于通过贪心ＥＭ 有效地实现了模型结构和

参数的自动学习，而不需要关于混合模型分量个数

的先验知识，也不需要聚类过程，这使得ＰＥＤＡ不

同于此前采用高斯混合模型的其它ＥＤＡｓ．

图１（ａ），（ｂ），（ｃ），（ｄ）演示了 ＰＥＤＡ 在优化

ＴｈｒｅｅＰｅａｋｓ函数时搜索区域的收敛过程．可以看

到，随着迭代代数的增加，搜索区域很快从整个解空

间逐步收缩到有全局最优解或局部最优解的区域，

并最后收缩到只有全局最优解的小区域．
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图１　收敛过程

４　实验结果与分析

为了考察ＰＥＤＡ的性能，并且和文献［１６］中算

法及此前一些同类算法进行比较，本文选择文献

［１６］中５个测试函数来测试本文算法的性能，算法

中的参数设置和文献［１６］取的一样．

函数１：Ｓｈｐｅｒｅ

犉（狓）＝∑
狀

犻＝１

狓２犻 （９）

　　函数２：ＳｕｍＣａｎ

犉（狓）＝１／１０－
５
＋∑

狀

犻＝１

狘狔犻（ ）狘

狔１ ＝狓１

狔犻＝狓犻＋狔犻－１，犻２

烅

烄

烆 ．

（１０）

函数３：ＴｗｏＰｅａｋｓ
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犉（狓）＝∑
２

犻＝１

α犻犖（狓，μ犻，Σ犻） （１１）

这里犖（狓，μ犻，Σ犻）是一个多变量正态分布，均值μ是

狀维向量，协方差Σ是一个狀×狀矩阵，α１＝１０００，

α２＝９００，μ１＝（－１０，…，－１０），μ２＝（１０，…，１０），

Σ犻（犻＝１，２）是单位矩阵．

函数４：ＴｈｒｅｅＰｅａｋｓ

犉（狓）＝∑
３

犻＝１

α犻犖（狓，μ犻，Σ犻） （１２）

　　这里除了与 ＴｗｏＰｅａｋｓ一样的设置外，加上

α３＝５００和μ３＝（０，…，０）．

函数５：Ｓｈｅｋｅｌ

犉（狓）＝∑
狀

犻＝１

［（狓－犪犻）（狓－犪犻）
Ｔ
＋犮犻］

－１ （１３）

其中，狓和α犻为４维向量，

犻 犪犻犼，犼＝１，…，４ 犮犻

１ ２２２２ ０．１

２ ４４４４ ０．２

３ ８８８８ ０．２

４ ６６６６ ０．４

５ ３７３７ ０．４

　　实验中，５个测试函数的参数设置如表１．

表１　测试函数的设置

函数 维数 范围 类型 最优结果

Ｓｐｈｅｒｅ ３０ ［－１００，１００］ Ｍｉｎ ０

ＳｕｍＣａｎ １０ ［－０．１６，０．１６］ Ｍａｘ １０００００

ＴｗｏＰｅａｋｓ ５ ［－１００，１００］ Ｍａｘ １０．１０５３

ＴｈｒｅｅＰｅａｋｓ ５ ［－１００，１００］ Ｍａｘ １０．１０５３

Ｓｈｅｋｅｌ（狀＝５） ４ ［０，１０］ Ｍａｘ １０．１０３３

将 ＰＥＤＡ 与 ＵＭＤＡｃ
［１１］，ＥＧＮＡ

［１３］和 ＣＥＧ

ＤＡ
［１６］进行比较．每种算法群体规模和选择个体数

的设置如表２，对于ＣＥＧＤＡ，α犮＝０．０５，α狉＝０．００２．

表２　实验中算法的参数设置

算法 群体规模 选择个体数

ＵＭＤＡｃ １０００ ５００

ＥＧＮＡ １０００ ５００

ＣＥＧＤＡ ２０００ ５００

ＰＥＤＡ １０００ ５００

我们对每个测试函数独立运行本文算法３０次，

其它算法的结果取自文献［１６］，实验结果如表３所示．

表３　实验结果

函数 算法 演化代数 最好结果 平均结果 标准偏差

Ｓｐｈｅｒｅ

ＵＭＤＡｃ ２００ １．８８Ｅ０１６３．２４Ｅ０１６ ５．５９Ｅ０１７

ＥＧＮＡ ２００ ５．８６Ｅ０１０１．２０Ｅ００９ ３．４０Ｅ００９

ＣＥＧＤＡ １００ ３．３８Ｅ００８３．４１Ｅ００６ ８．４０Ｅ００７

ＰＥＤＡ ２００ １．０１Ｅ０１３１．３１Ｅ０１３ ２．１５Ｅ０１４

（续　　表）

函数 算法 一般结果 最好结果 平均结果 标准结果

ＳｕｍＣａｎ

ＵＭＤＡｃ ２００ ６９８．７２ ２２１．７７１ １１６．１０１

ＥＧＮＡ ２００ １０００００ １０００００ ０

ＣＥＧＤＡ １００ ９９８３４．５ ９９７４８．１ ６３．２１９７

ＰＥＤＡ １００ ９９９９６．８２７９９９９５．３０８ ０．７６５

ＴｗｏＰｅａｋｓ

ＵＭＤＡｃ ４００ １０．１０５３ ９．６３２７ ０．１０７３

ＥＧＮＡ ４００ １０．１０５３ ９．８３２４ ０．０８２８

ＣＥＧＤＡ ２００ １０．１０５３ １０．０９９９ ５．９２Ｅ００３

ＰＥＤＡ １００ １０．１０５３ １０．１００２ ０．０１６６

ＴｈｒｅｅＰｅａｋｓ

ＵＭＤＡｃ ４００ ５．０５２６６ ５．０５２６６ ８．８８Ｅ０１６

ＥＧＮＡ ４００ ５．０５２６６ ５．０５２６６ ８．８８Ｅ０１６

ＣＥＧＤＡ ２００ １０．１０５３ １０．１０４８ ７．９９Ｅ００４

ＰＥＤＡ １００ １０．１０５３ １０．０９８８ ０．０１８５４

Ｓｈｅｋｅｌ

ＵＭＤＡｃ ４００ ５．１８７７ ４．７３３１ ０．７４０６

ＥＧＮＡ ４００ ８．２０３６ ４．９６９１ ０．７７８６

ＣＥＧＤＡ ２００ １０．１０３３ １０．１０３３８．８８１８Ｅ０１５

ＰＥＤＡ １００ １０．１０３３ １０．０９４０ ０．０４２２７

由表３可看出来，对于单峰函数Ｓｐｈｅｒｅ，４种算

法都可以搜索到很好的解．因为该函数中变量是相

互独立的，而 ＵＭＤＡｃ采用了单变量模型（假设变

量间相互独立），因此，更适合于这个函数的求解．

对于函数ＳｕｍＣａｎ，虽然也是一个单峰函数问

题，但是由于变量间有较强的依赖关系，使得 ＵＭ

ＤＡｃ算法的执行效果很差．在几种ＥＤＡ中，ＥＧＮＡ

由于采用了高斯网络作为概率模型，能够描述变量

间复杂的依赖关系，因此执行效果最好．而ＰＥＤＡ

和ＣＥＧＤＡ由于采用了高斯混合模型，对多变量间

的结构关系具有一定的描述能力，因此执行效果也

相当好，求得结果十分接近最优解．

对于函数 ＴｗｏＰｅａｋｓ、ＴｈｒｅｅＰｅａｋｓ、Ｓｈｅｋｅｌ，都

是多峰函数问题．从实验结果中可以看出，ＰＥＤＡ用

相对少得多的迭代次数（只用了１００代），对几个函

数运行的结果要比 ＵＭＤＡｃ和ＥＧＮＡ好，与ＣＥＧ

ＤＡ的结果几乎一样好．ＰＥＤＡ对于求解这类问题

显示出了更好的性能，收敛速度更快．

５　结　论

在分布估计算法ＥＤＡｓ中，概率模型学习是非

常重要的环节．对于复杂问题，需要用复杂的概率模

型来描述变量之间的依赖关系．而复杂模型的学习

一般包括两个方面：模型结构学习和模型参数学习，

在此前的ＥＤＡｓ中，这两个方面通常是分开来进行

的，且对先验知识的依赖较大，在样本有限的情况

下，使得模型学习的效率较低．针对这一问题，本文

提出了一种新的、基于递增学习策略的连续域分布

估计算法，ＰＥＤＡ，通过采用贪心ＥＭ 算法来学习

ＧＭＭ，实现了模型结构和参数的自动学习，同时提
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高模型的泛化能力，使得ＰＥＤＡ比此前的ＥＤＡｓ有

更好的表现．
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